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Teil 1

Lineare Algebra I



Kapitel 1

Z.ahlen

Alles ist Zahl.

Pythagoras von Samos

1.1 Die reellen Zahlen R

1.1.1 Natiirliche, ganze und rationale Zahlen

Die ersten Zahlen, mit welchen wir bereits seit der Kindheit vertraut sind, sind die natiirlichen Zahlen 1,
2, 3 usw. Dass es sich bei den natiirlichen Zahlen auch um eine Menge handelt, ist schon abstrakter, auch
weil es sich um eine Menge handelt, die unendlich viele Elemente enthélt. In der Mathematik fasst man die
Elemente einer Menge mit geschweiften Klammern {...} (engl.: curly braces) zusammen. Fiir die natiirlichen
Zahlen schreiben wir demnach

N:={1,2,3,...}.

In Worte {ibersetzt lautet die obige Schreibweise: “Die Menge der natiirlichen Zahlen N ist definiert als die
Menge bestehend aus den Elementen 1, 2, 3 usw. Die Punkte stehen fiir das Wort "und so weiter“. Sie
deuten also an, dass es weitere Elemente in der Menge hat (ab 4 aufwérts bis unendlich). Die Menge der
natiirlichen Zahlen wird somit durch das Symbol N abgekiirzt. Wir haben das Symbol N definiert und es
steht nun kiinftig fiir die Menge der natiirlichen Zahlen. Wenn wir z.B. n € N schreiben, dann heisst das in
Worten: ”die Zahl n ist eine natiirliche Zahl“. Oder wenn wir schreiben 3r ¢ N, dann heisst das iibersetzt:
"es gibt eine Zahl r, welche nicht zu den natiirlichen Zahlen gehort® (r kénnte z.B. —5 sein oder ein Bruch
wie 2/3).

Auf der Menge N gibt es bekanntlich zwei fundamentale Rechenoperationen, die Addition und die Mul-
tiplikation. Das heisst, man kann die Summe oder das Produkt von zwei natiirlichen Zahlen berechnen und
erhélt als Resultat automatisch wieder eine natiirliche Zahl. Erweitert man die natiirlichen Zahlen auf die

Menge der ganzen Zahlen
Z:={0,£1,£2,+3,...},

so wird auch die Subtraktion (das “Minusrechnen”) immer ausfithrbar (z.B. 2 — 3 = —1). Eine weitere
Erweiterung der Zahlenmenge 7Z ist nttig, wenn man nicht nur multiplizieren, sondern auch dividieren will —
wir brauchen dafiir das Bruchrechnen. Durch Division von ganzen Zahlen gelangen wir zu den rationalen
Zahlen m

Q:= {ﬁ‘m €Z,n e NAGGT (m,n) = 1}.

Die Menge der rationalen Zahlen Q enthilt die ganzen Zahlen als Teilmenge, Z C Q, aber zusétzlich auch
alle unkiirzbaren! Briiche. Dies fiihrt dazu, dass auf Q nun auch die Division (durch Zahlen ausser der 0)
immer ausfithrbar wird (wie z.B. in 2/5) und man automatisch ein Resultat bekommt, dass wieder in Q ist
(sobald man den Bruch noch entsprechend gekiirzt hat). Sind die Zahlen in Q nun alle Zahlen, die es gibt?
Erstaunlicherweise lautet die Antwort nein. Es gibt also Zahlen, die sich nicht als Briiche schreiben lassen.
Dafiir gibt es gleich mehrere Beispiele, von denen wir ein paar hier besprechen wollen:

Die Liange von Strecken ist nicht immer rational. So ist beispielsweise der Umfang eines Kreises gleich
seinem Durchmesser mal 7. Und es lisst sich zeigen, dass m# ¢ Q. Die Zahl 7 kann also nicht als Bruch

IDaher steht in der Definition von Q die Bedingung, dass der grésste gemeinsame Teiler (GGT) von Zihler und Nenner 1
sein muss.



geschrieben werden, 7 ist irrational. Ebenso ist die Linge der Diagonalen eines Quadrates mit der Sei-
tenléinge 1 gleich v/2. Und v/2 ist ebenfalls keine rationale Zahl. Auch der berithmte goldene Schnitt, das
Seitenverhiltnis, das man z.B. fiir die Konstruktion eines Fiinfecks braucht, ist kein Bruch, sondern eine ir-
rationale Zahl. Die Existenz von irrationalen Zahlen wurde vom griechischen Philosophen und Mathematiker
Hippasos von Metapont im 5. Jahrhundert vor Christus gefunden. Hippasos gehorte zu den Pythagoréern,
einer philosophisch-religiosen Gemeinschaft — heute wiirde man sagen Sekte — um den Philosophen und Ma-
thematiker Pythagoras. Einer Legende zufolge waren die Pythagorder von der Entdeckung der irrationalen
Zahlen dermassen geschockt, dass sie den bedauernswerten Hippasos mit Gewichten in ein Fass steckten und
im Meer versenkten.?

Es gibt noch einen weiteren, etwas weniger offensichtlichen Grund, warum die Menge der rationalen
Zahlen vergrossert werden sollte. Wir betrachten eine Zahlenfolge a,, n € N, die aus lauter rationalen
Folgengliedern besteht. Ein Beispiel einer solchen Folge ist

1 n
an:(1+n> €Q, vneN.

Die Folgenglieder der Folge a,, sind alle rational. Ein paar davon sind:

9 64 625
=2 =-=225 = — =~ 237 = — ~2.44
“ 2= =97 “ = 256 ’
Es stellt sich heraus, dass wenn man n gegen unendlich gehen ldsst, also n — oo, dass dann die Folge zu

einem Grenzwert oder Limes konvergiert, der nicht rational ist:

cey ag31 ~ 2.7124.

n—0o0

1 n
lim <1 + n) = e = 2.718281828459045235 ... ¢ Q.

Den Limes dieser Folge bezeichnet man mit e, und dies ist die beriithmte Eulersche Zahl. Es gibt also
gelinde gesagt jede Menge Zahlen, die nicht rational sind. Man kann sogar beweisen, dass es zwischen zwei
beliebig nahe beeinander liegenden rationalen Zahlen immer noch unendlich viele irrationale Zahlen gibt.

1.1.2 Die reellen Zahlen R

Die Menge der reellen Zahlen, welche mit R bezeichnet wird, ist eine Erweiterung der rationalen Zahlen
Q derart, dass auch alle erdenklichen irrationalen Zahlen wie z.B. /2, 7 und e zu R gehéren. Die rationalen
Zahlen werden dann zu einer Teilmenge der reellen Zahlen, Q C R, und die Menge R ist vollstéindig. Das
heisst, fiir jede Zahlenfolge in R, die iiberhaupt einen Grenzwert hat3, liegt dieser Grenzwert oder Limes
automatisch wieder in der Menge R. Die rationalen Zahlen Q sind fiir sich alleine nicht vollstdndig. Wir
verzichten hier auf eine genauere Definition der reellen Zahlen, weil es gar nicht so einfach zu bewerkstelligen
ist. Aber die Idee mit der “Vervollsténdigung” der rationalen Zahlen kommt einer genauen Definition schon
ziemlich nahe.

1.1.3 Korperstruktur auf R

Die beiden fundamentalen Rechenoperationen “Addition” und “Multiplikation” erfiillen auf der Menge der
reellen Zahlen R gewisse Rechenregeln. Diese Rechenregeln heissen Kérperaxiome und bilden die algebrai-
sche Rechenstruktur auf R. Es gibt je vier Kérperaxiome fiir die Addition und die Multiplikation plus ein
Axiom, welches die beiden Operationen kombiniert. Insgesamt gibt es also neun Koérperaxiome, die wie folgt
lauten:

e Die Addition + ordnet jedem Paar von reellen Zahlen x,y € R eine reelle Zahl z + y € R zu mit den
Eigenschaften:

i) Assoziativitéit:
(e+y)+z=c+Wy+2), Vz,y,zeR

ii) Neutralelement der Addition (Existenz der Null):
neR: z4+n=2x, VreR

Das Neutralelement der Addition ist die Null: m = 0.

2Wie so oft stimmt die Legende wohl nur zum Teil. Tatsache ist, dass Hippasos von den Pythagoriern ausgeschlossen
wurde, aber wahrscheinlich waren politische Meinungsverschiedenheiten der Grund dafiir. Offenbar ist er spéter dann bei einem
Schiffbruch ums Leben gekommen.

3was nicht unbedingt der Fall sein muss. Folgen, die einen Grenzwert haben, heissen konvergent.



iii) Inverses Element der Addition (Existenz des Negativen):
VeeRIyeR: z+y=0.

Wir bezeichnen die Zahl y mit —zx.

iv) Kommutativitét:
r+y=y+z Vr,yeR

Die Axiome i)-iv) machen aus den reellen Zahlen R eine abelsche Gruppe beziiglich der Addition.

e Die Multiplikation - ordnet jedem Paar von reellen Zahlen x,y € R eine reelle Zahl x - y € R zu mit
den Eigenschaften:

v) Assoziativitit:
(v-y)-z=ax-(y-2) Vr,y,zeR.

vi) Neutralelement der Multiplikation (Existenz der Eins):
deeR: z-e=z, VzreR

Das Neutralelement der Multiplikation ist die Eins: ¢ = 1.

vii) Inverses Element der Multiplikation (Existenz des Kehrwerts):
Vee R\ {0} JyeR: z-y=1

Wir bezeichnen die Zahl y mit x~! oder %
viii) Kommutativitét:
z-y=y-x Vr,yeR
Die Axiome v)-viii) sind genau analog zu den Axiomen i)-iv) fiir die Addition. Die Rolle der Null der

Addition spielt die Eins bei der Multiplikation. Sie machen R\ {0} zu einer abelschen Gruppe beziiglich
der Multiplikation.

e Schliesslich gilt noch das Distributivgesetz:
ix)
x-(y+z)=z-y+xz-z Vr,y,z€R

Mit den neun Korperaxiomen wird die Menge der reellen Zahlen R zu einem sogenannten Koérper.
Was hat es mit den etwas seltsam anmutenden Axiomen ii), iii), vi) und vii) auf sich? Nun, die Axiome
ii) und iii) gewéhrleisten, dass Gleichungen der Form

r+a=0b,

wobei a,b € R, nach x aufgelést werden konnen. Andernfalls wire dies nicht moglich. Man 16st eine solche
Gleichung némlich, indem man auf beiden Seiten der Gleichung —a addiert, was man nur dann tun kann,
wenn es das Inverse Element der Addition, also die Zahl —a, iiberhaupt gibt (Axiom iii)). Man bekommt
erstmal

v a+(—a) = b+ (~a),

wendet Axiom iii) gleich nochmals an und erhélt
r+0=>b—a.
Dann benutzt man das Axiom ii) und bekommt schliesslich die Losung:
r=0b-—a.
Analog verhiilt es sich mit den Axiomen vi) und vii) zur Multiplikation. Eine Gleichung vom Typ

ar=2>5

1

mit a,b € R 16st man indem man auf beiden Seiten mit a~! multipliziert, wofiir a=! existieren muss (Axiom

vii)). Dies ergibt:
atax =a'h.



Man verwendet abermals Axiom vii) und erhélt:

lr = —,
a
und aus Axiom vi) bekommt man schliesslich
b
T =—.
a

Aus diesen Uberlegungen erkennen wir, dass wir beim Losen von Gleichungen — wie wir uns das gewohnt sind
— schon diese Rechenstruktur auf der Menge R benutzt haben, ohne dass es uns ndher bewusst war. Eine der
grossen Errungenschaften der Mathematik ist es, solche mathematischen Strukturen wie diese Koérperaxiome
aufzudecken und zusammenzustellen, um sie dann auf andere, allgmeinere Objekte zu erweitern. Und genau
dies wollen wir im néchsten Abschnitt tun.

1.2 Die komplexen Zahlen C — (Einfiihrung)

1.2.1 Die imaginire Einheit i

Wir haben die reellen Zahlen kennengelernt und verstehen, wie man mit diesen Zahlen rechnet. Wir haben
die reellen Zahlen durch sukzessive Erweiterungen der natiirlichen, ganzen und rationalen Zahlen erhalten.
An diesem Punkt stellt sich jetzt wieder die Frage — sind die reelle Zahlen alle Zahlen, die es gibt? Es ist klar,
dass der Abstand zwischen zwei Punkten im Raum bzw. die Linge einer Strecke immer eine reelle Zahl ist.
Physikalische Gréssen, wie die Geschwindigkeit einer Masse oder der elektrische Strom in einem Kabel usw.
sind immer reelle Zahlen (mit einer Einheit versehen). Es sieht also so aus, dass wir keine zusétzlichen Zahlen
bendtigen. Kénnen wir denn mit den reellen Zahlen auch alle moglichen Gleichungen 16sen? Betrachten wir
dazu die Gleichung:

224+1=0 oder z*=—1. (1.1)

Es ist vollig klar, dass diese Gleichung keine reelle Zahl als Losung haben kann, denn das Quadrat einer
reellen Zahl (auch einer negativen) ist immer positiv. Wenn wir also eine Losung fiir diese Gleichung erhalten
mochten, miissen wir uns etwas Neues einfallen lassen. Und das haben die Mathematiker im 18. Jahrhundert
getan, und es hat sich spéter als sehr niitzlich erwiesen. Die erste Idee ist, die Losung der Gleichung (1.1)
mit einem neuen Symbol zu bezeichnen. Wir legen also fest, dass die Lésung der Gleichung (1.1) eine Zahl
ist, die ¢ heissen soll. Es gilt also:

i*=—1.

Wie gesagt, ist schon einmal von vornherein klar, dass i ¢ R. i heisst imaginére Einheit* und i ist eine
sogenannte imaginéire Zahl.> Die quadratische Gleichung (1.1) hat aber noch eine zweite Losung, nimlich
—i. Die beiden Losungen sind von (1.1) sind also z = +i. Kontrollieren wir das kurz:

P4+l=-1+1=0 V,
(=) +1=(=i) (=) +1=?+1=-14+1=0 V.
Betrachten wir als weiteres Beispiel die quadratische Gleichung
22 —4z+13=0.

Kommen wir auch hier mit der neuen Zahl i weiter? Wir verwenden die Aufldsungsformel (Mitternachtsfor-
mel) fiir quadratische Gleichungen und erhalten

s —b+ Vb2 —4ac 4+/16—-4-13 4436
1,2 = = = )
' 2a 2 2

Wir erhalten eine negative Diskriminante D = —36. Die Wurzel v/—36 ist nicht definiert. Aus i2 = —1 folgt
jedoch, dass wir die Diskriminante als D = 3642 schreiben kénnen. Wir bekommen also als Losungen die

beiden imaginéren Zahlen

44 6i
zulezzizﬁ.

4Das Symbol i fiir die Quadratwurzel aus —1 wurde erstmals vom Basler Mathematiker Leonhard Euler (1707-1783) im Jahr
1777 verwendet.

5Der Begriff “imaginsir” geht auf den italienischen Mathematiker Gerolamo Cardano zuriick und bringt zum Ausdruck, dass
Zahlen wie ¢ nicht wirklich, sondern eben nur in der Einbildung (italienisch: imaginatio), also imaginér existieren, wie man
damals glaubte. Das sieht man heute natiirlich ganz anders.




Wieder machen wir ein Kontrolle, um uns zu vergewissern, dass dieses Resultat stimmt. Einsetzen in die
urspriingliche quadratische Gleichung liefert

22— 42 +13=(2+30)% —4(2+3i) +13=4+120 +9° -8 - 121+ 13=4-9-8+13=0 /.
Das heisst, die Losung z; erfiillt tatséchlich die quadratische Gleichung. Analog erhdlt man

22 — 42 +13=(2-30)> —4(2-3i))+13=4—-121 + 9> — 8+ 121 +13=4-9-8+13=0 V.
Es gibt also auch Zahlen von der Form x + yi, wobei x und y reelle Zahlen sind. Diese Tatsache fiithrt uns

auf die folgende Definition:

Definition 1.2.1 (Komlexe Zahlen C)
Die Menge der komplexen Zahlen C ist definiert als

C .= {z‘ z=x+yi, ¢,y €R, i2:—1}.

Man beachte die aus dieser Definition ersichtlichen Folgerungen:

e R C C, die reellen Zahlen sind eine Teilmenge der komplexen Zahlen. Die reellen Zahlen sind also auch
komplexe Zahlen, ndmlich genau diejenigen mit y = 0.

e Zur Begrifflichkeit: imaginir bezeichnet man nur die Zahlen, die ein ¢ drin haben, also diejenigen
Zahlen mit y # 0.

In den folgenden Abschnitten wollen wir uns noch etwas detaillierter mit den komplexen Zahlen beschéftigen,
insbesondere wollen wir lernen, wie man komplexe Zahlen addiert und miteinander multipliziert. Im Kapitel
4 werden wir dann noch weitere Eigenschaften der komplexen Zahlen besprechen und eigentlich werden wir
erst dann (hoffentlich) so richtig kapieren, wofiir man diese Zahlen gebrauchen kann.

1.2.2 Komplexe Zahlenebene

Die reellen Zahlen kénnen auf einer Geraden dargestellt werden, der reellen Zahlengerade. Eine komplexe
Zahl z = x + iy € C ist durch zwei reelle Zahlen x und y eindeutig bestimmt. Diese beiden reellen Zahlen

konnen als Punkt (x|y) oder als Vektor (;) in einer Ebene dargestellt werden. Diese Ebene heisst komplexe
Zahlenebene oder Gausssche Zahlenebene.
Definition 1.2.2 (Real- und Imaginiirteil)
Sei z = z + iy € C eine komplexe Zahl. Dann bezeichnet
Re(z) ==z
den Realteil und
Im(z) :=y

den Imaginirteil der komplexen Zahl z. Komplexe Zahlen z € C mit Im(z) # 0 heissen imaginér, imaginire
Zahlen mit Re(z) = 0 bezeichnet man als rein imaginér. Die komplexen Zahlen mit Im(z) = 0 sind natiirlich
nichts anderes als die reellen Zahlen.

Bemerkungen:
e Der Realteil und der Imaginérzeil sind Funktionen C — R.

e In der komplexen Zahlenebene entspricht die Addition von komplexen Zahlen der Addition von Vek-
toren.

Definition 1.2.3 (Komplexe Konjugation und Absolutbetrag)
Sei z = x + iy € C eine komplexe Zahl.

i) Die komplexe Zahl Z := z — iy heisst die zu z konjugiert komplexe Zahl.

ii) Der Absolutbetrag oder kurz Betrag der komplexen Zahl z ist die (nicht-negative) reelle Zahl

|z| := Va2 +y?2 =V2Z.



z=x+ 1y

Abbildung 1.1: Eine komplexe Zahl z und ihre Konjugierte Z.

Bemerkungen:
e Die komplexe Konjugation C — C, z —— Z entspricht geometrisch der Spiegelung an der reellen
Achse in der Gaussschen Zahlenebene (siche Abb. 1.1).

e Der Betrag |z| einer komplexen Zahl z entspricht der Lénge des “Vektors” in der Ebene C.

Im folgenden Satz stellen wir noch einige zusétzliche Eigenschaften zusammen:

Satz 1.2.4
Seien z,w € C. Dann gilt:

z+z zHyi+tr—yi 2

5 = 5 =<5 = x = Re(z).
i)
z—Z x+yi—(r—yi) 2yi
2 2i 5 v =)
iii) klar
iv) klar

v) Seien z =z + yi und w = u + vi. Dann ist

z+tw=z+yi+tutvi=r—yi+u—vi=2+w.

vi) Seien z = x + yi und w = u + vi. Dann ist

Zw = zu — yv + (zv + yu)i = 2u — yv — (xv + yu)i = (z — yi) (v — vi) = Zw.

vii) Einerseits ist

1 1 z
zZ 2z |af
Andererseits gilt:
1 z [(z)\ zZ =z
s (I) R
also dasselbe wie oben. O
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Satz 1.2.5
Der Absolutbetrag

|-]:C —R,
|2| := V22
erfiillt die folgenden Eigenschaften:

i) || ist definit:
|2/ >0 VzeC und |z2|=0 < z=0.

ii) || ist absolut homogen:
|lwz| = |w||z| Yw,z€C

iii) || ist subadditiv (Dreiecksungleichung):
lw+ 2| < |w|+1]2] Yw,z€C

Beweis. i) Es gilt:

2

2| =22 = (x +yi)(x —yi) =2 —wyi +ayi —y*i* =2 +94> >0 = |2|>0.

Die Gleichheit trifft genau dann zu, wenn £ = 0 und y = 0, dann ist z=040-7 = 0.
ii) Gemiiss der Definition des Betrages gilt:
lwz|* = wawz = wzwz = wwzz = |w|*|z|?,
also |wz| = |w]|z|.

iii) Es gilt:

w4 z? = (w+2) (WF2) = (w4 2)(W+Z) = Wb + Wz + Wz + 27 =
= |w]* + wz + wz + |2> = |w|® + 2Re (wZ) + |2 < |w|® + 2 |w||z] + |2|* =
= (jul +20)*.
Damit ist |w + z| < |w] + |2]. O
Wichtige Unterschiede zwischen R und C:

e Auf den reellen Zahlen R existiert eine totale Ordnung, das heisst fiir zwei reelle Zahlen a,b € R gilt
stets
a<bVa>b.

Auf den komplexen Zahlen C ist es unmoglich, eine mit der Addition und Multiplikation vertrégliche
Ordnung einzufiihren. Ausdriicke wie z > 0 oder z > w machen fiir imaginire Zahlen w, z € C\R keinen
Sinn. Es kénnen héchstens die Betrige der komplexen Zahlen verglichen werden, also z.B. |z| > |w|
oder |z] < |w|.

e Fiir eine reelle Zahl a € R gilt |a|2 = a?. Fiir eine komplexe Zahl z = x + iy € C ist jedoch:
— 2?4y
22 =(z+ iy)2 =22 — % + 2zyi,

also |z|* # 22!
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1.2.3 Polarform von komplexen Zahlen

Komplexe Zahlen z € C werden in der kartesischen Schreibweise,
z=x+ Yyl

als Punkte der komplexen Ebene aufgefasst. Statt dem Realteil z und Imaginérteil y kénnen wir fiir z
auch die sogenannten Polarkoordinaten (r, p) angeben. Bei Polarkoordinaten werden anstatt der beiden
kartesischen Koordinaten = und y in einer Ebene (und fiir die Zahlenebene C geht das auch) der Abstand r
vom Ursprung (d.h. die Linge des Vektorpfeils) und der Winkel zur z-Achse ¢ angegeben.

Der Radius r entspricht dem Betrag der komplexen Zahl, also

r=|z| = Va? +y%

Der Winkel ¢ ist der Winkel, den die Zahl zur reellen Achse einschliesst. Real- und Imaginéirteil sind gegeben
durch:

z = |z[ cos(p) = rcos(p),

y = |z[sin(p) = rsin(p).
Wenn wir die Gleichung fiir den Imaginérteil durch diejenige fiir den Realteil teilen, erhalten wir

Y

tan(p) = .

Nach ¢ aufgelost, bekommen wir:
@ = arctan (Q) .
x
Dabei miissen wir aber beriicksichtigen, dass
. T T
arctan : |—oo, co[ — } —3 5{

und somit muss man eine Fallunterscheidung fiir die Punkte der linken und rechten Halbebene machen.
Ausserdem ist die Formel ja fiir x = 0, also fiir Punkte auf der imaginédren Achse nicht definiert. Zieht man
dies alles in Betracht, erhilt man eine Formel fiir den Polarwinkel ¢ € [0, 27]:

arctan () z>0Ay >0,
5 z=0Ay >0,
_Jarctan (%) +7  x<0,
7= %’T z=0Ay <0,
arctan(%)JrQW z>0Ay <0,
nicht definiert z=y=0.

Damit kénnen wir die komplexe Zahl z in der sogenannten Polarform

z=  x4yi  =r(cos(p)+isin(y))
———
kartesische Form Polarform

schreiben (siehe Abb. 1.2).
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%=¥+5Y

y= l2sin(¢)

>R

Abbildung 1.2: Kartesische Form und Polarform einer komplexen Zahl z = z + iy = r (cos(¢) + isin(yp)).

Bemerkungen:

i) Die Polarform einer komplexen Zahl ist nicht eindeutig. Addieren wir ein Vielfaches von 27 zum Win-
kel, erhalten wir in kartesischer Form die genau gleiche komplexe Zahl. So ist zum Beispiel fiir die
Umrechnung der komplexen Zahl z = 3 — 44 in die Polarform

3 —4i = 5(cos(5.356) + ¢ - sin(5.356))

oder
3 —4i = 5(cos(—0.9273) + i - sin(—0.9273))
richtige Varianten. Ja sogar ist Vk € Z:
3 —4i="5(cos(—0.9273 + 27 - k) + i - sin(—0.9273 + 27 - k)) .
ii) Um eine eindeutige Winkelangabe zu treffen, wihlt man hiufig per Konvention den Winkel im Intervall
]—m, m]. Wird der Polarwinkel ¢ in diesem Intervall angegeben, wird er als das Argument der komplexen

Zahl z = x+y-i bezeichnet. Die Formel, mit der wir das Argument der komplexen Zahl erhalten, lautet:

arctan () —m x<0Ay <O,

—z z=0Ay <0,
arctan (¥ x>0,
o= arg(z) = g et ) >
5 z=0Ay >0,

arctan () +7 x<0Ay >0,
nicht definiert x =y =0.

iii) Man kann auch die arccos-Funktion verwenden. Dann kommt man mit weniger Fallunterscheidungen
aus. Fir den Polarwinkel ¢ € [0, 27 bekommt man:

arccos < /7z§+y2> y >0,
L 27r—arccos( Z 2) y <0,
y

I2

nicht definiert z=y=0.

Fiir das Argument der komplexen Zahl (Winkel im Intervall | — 7, 71]) lautet die Formel dann:

arccos (W) y >0,

p=arg(z) = ¢ _ arccos \/wj-&-iy"’ y <0,
nicht definiert r=9y=0.
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Beispiele:

i) Schreiben Sie die komplexe Zahl 4 in Polarform.

Losung:
il =10+1-4=v0+1=1
m
p = 9"
Also ist:

e ()3
2 =3 (cos (—% ) +isin (—%))

ii) Stellen Sie die komplexe Zahl

in kartesischer Form dar.

Losung:
Wir brauchen bloss cos und sin auszuwerten:

somit

1.2.4 Korperstruktur auf C

Die Addition und die Multiplikation auf der Menge der komplexen Zahlen C ist eigentlich gar nicht schwierig.
Man braucht nur Eines dafiir zu wissen, néimlich i> = —1. Sonst rechnet man genau so wie mit reellen Zahlen.

Definition 1.2.6 (Addition und Multiplikation auf C)
Auf der Menge der komplexen Zahlen C gibt es folgende zwei Verkniipfungsvorschriften (Rechenoperationen):

i) Die Addition +, welche zwei komplexen Zahlen z; = 1 +iy; und 2o = x5 + iy die Summe 21 + 25 € C,
definiert
21+ 20 = (21 + x2) + (Y1 + Y2)i

zuordnet.

ii) Die Multiplikation -, die den Zahlen z; und 2o das Produkt z; - z5 € C zuordnet, definiert durch
2122 = (@1 + y17) - (22 + Y2i) = (2172 — Y1y2) + (T1y2 + Y172)i.

Wir zeigen nun, dass die Addition und Multiplikation auf der Menge der komplexen Zahlen C ebenfalls die
neun Korperaxiome erfiillt, genauso wie die reellen Zahlen:

Satz 1.2.7
Die Menge der komplexen Zahlen C mit der Addition + und der Multiplikation - ist ein Korper.

Beweis. 1) Seien z1 = x1 + Y11, 22 = T2 + yoi und z3 = x3 + y3i. Dann gilt:

(z14+22) + 23 = (x1 + i+ a2 +y2i) + 23 +y3i = (x1 + 22+ 23) + (Y1 + Y2 + y3)i =
=z +y1i+ (w2 23+ (Y2 +y3)i] = 21 + 110 + (22 + Yoi + 23 + y3i) = 21 + (22 + 23).

Das heisst, die Addition ist assoziativ.

ii) Das Neutralelement fiir die Addition ist die komplexe Zahl 04 0-7 =0 € C, denn es gilt offensichtlich

z24+0=24+yi+0+0-i=(x+0)+(y+0)i=az+yi=2 VzeC.
iii) Das Inverse Element von z = x + yi beziiglich der Addition ist die Zahl —z := —x — yi, denn es gilt:

z4+(—2)=ax+vyi+(—z—yi)=(x—2)+(y—y)i=0+0-i=0 VzeC.
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iv)

vi)

vii)

viii)

ix)

Seien z1 = x1 + y1¢ und zo = x9 + yoi. Dann ist

21420 = 21 Hyritratysi = (v1+22)+ (Y1 +y2)i = (w2 +x1)+ (Yo +uy1)i = To+yoi -+ +y1i = 20+ 21.
Das heisst, die Addition ist kommutativ.
Seien z; = x1 + Y14, 20 = T2 + yoi und z3 = x3 + y3¢. Dann gilt:

(2122) - 23 = [7172 — y1y2 + (T1y2 + y122)1] - (23 + y3i) =
= T12T2T3 + T1T2Y3% — Y1Y2T3 — Y1Y2Y3l + T1Y2T31 — T1Y2Y3 + Y1T2T30 — Y1T2y3 =
= z1(z223 — Yy2ys + (T2y3 + T3Y2)1) + y1i(T223 — Yays + (¥2y3 + T3Yy2)i) =
= (21 + Y1) - [x223 — yous + (2y3 + 23y2)i] = 21 - (2223).

Die Multiplikation ist assoziativ.

Das Neutralelement fiir die Multiplikation ist die komplexe Zahl 14 0-4 = 1, denn es gilt offensichtlich

loz=140-i)(z+y))=1-2+1-yi=x+yi=2 VzeC.
Fiir jedes z € C\ {0} ist der Kehrwert z~! gegeben durch:

= = = = — 7.
r4yi (x4yi)(lx—yi) x?2—axyi+ay—y2® x2+y>  22+y? 22+ y>?

z =

1 1 1 T — Y T — Y T —yi T Y
z

Seien z; = x1 + y1¢ und z5 = z9 + yoi. Dann ist
2122 = (21 4 y14) - (T2 + Y2i) = T2 + T1Yoi + Toyri + Y1y2i® = (2122 — Y1y2) + (T1y2 + y122)i =
= (w21 — Y2u1) + (T2y1 + y2x1)i = (22 + y2i) - (21 + y19) = 2221.
Die Multiplikation ist kommutativ.
Seien z; = x1 + Y14, 20 = T2 + yoi und z3 = x3 + y3¢. Dann gilt:
z1(22 + 23) = (1 + v17) [z2 + 23 + (y2 + y3)i] =

= 1122 + 123 + T1Yy2t + T1Y3% — Y1Y2 — Y1Y3 + Y1220 + Y1231 =
= 1122 + 2103 — Y1Y2 — Y1y3 + (T1y2 + Y122 + T1Y3 + Y123)i.

Auf der anderen Seite ist aber:

2129 + 2123 = (21 + y1i) (22 + yoi) + (21 + y19) (23 + y31) =
= T1T2 + T1Y2t + Y1T2t — Y1Y2 + T1T3 + T1Y30 + Y1731 — Y1Y3 =
= T1Z2 + 173 — Y1Y2 — Y1y3 + (T1y2 + Y172 + T1Y3 + Y173

Wir erhalten also zweimal dasselbe, damit ist die Distributivitét z1(zo + 23) = 2129 + 2123 tatsichlich
erfiillt. O

Damit ist also auch C bewiesenermassen ein Korper. Das ist nun genauso ein Beispiel, wie man in der
Mathematik héufig vorgeht. Man geht von etwas Bekanntem aus wie den reellen Zahlen R und analysiert
dessen mathematische Struktur (Kérperaxiome). Dann “erfindet” man etwas Neues wie die komplexen Zahlen
C und macht das moglichst so, dass man die schon bekannte mathematische Struktur wiederfindet. Wir
werden so ein Vorgehen 6fters in dieser Vorlesung antreffen.
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Kapitel 2

Vektoren

Im grossen Garten der Geometrie
kann sich jeder nach seinem
Geschmack einen Strauss
pfliicken.

David Hilbert

Im letzten Kapitel haben wir die reellen Zahlen R und die komplexen Zahlen C besprochen. Wir haben
gesehen, dass es sich bei diesen beiden Mengen um sogenannte algebraische Korper handelt. In der linearen
Algebra wihlt man — je nach Problemstellung — einen der beiden Koérper als Grundlage, d.h. als Grundmenge
von Zahlen mit denen man rechnet. In diesem Zusammenhang werden Elemente aus dem Koérper auch
Skalare genannt. Unter einem Skalar versteht man also eine Zahl aus dem Korper, im Gegensatz zu den
Vektoren, welche Gegenstand dieses Kapitels sein werden. Fiir einige Themen dieses Kapitels ist es nicht
relevant, welche Wahl des Kérpers (R oder C) man getroffen hat. Fiir diesen Fall benutzen wir das Symbol
K und verstehen darunter den gewéhlten Korper, also entweder R oder C.

2.1 Der Standardvektorraum K"

In diesem Abschnitt lernen wir neben den Zahlen eine weiteres grundlegendes Werkzeug der linearen Algebra
kennen, Vektoren. Was ist ein Vektor? In der Physik bezeichnet man eine physikalische Grosse als Vektor,
wenn diese Grosse neben ihrem Betrag auch noch eine Richtung hat. Beispiele dafiir sind die Geschwindigkeit
oder die Kraft. Oft symbolisiert man einen Vektor durch einen Pfeil. Die Lage von Punkten in der Ebene
oder im Raum kann man ebenfalls durch einen solchen Pfeil (einen Ortsvektor) darstellen. Der Ortsvektor
eines Punktes zeigt vom Nullpunkt (Ursprung) des Koordinatensystems her zum betreffenden Punkt. In der
linearen Algebra versteht man nur unter dem letzten beschriebenen Fall einen Vektor.

2.1.1 Definition und Eigenschaften des K"

Definition 2.1.1 (Standardraum K™)
Der Standardraum K" ist die Menge aller n-Tupel,’

X

Ln

von Zahlen in K, also die Menge

T1
K"::{x: xkEK,1§k§”}>

Tn

wobei n € Ny. Die Elemente von K™ bezeichnet man als Vektoren.

IDas Wort “Tupel” stammt aus dem lateinischen Anhingsel “-tuplus” und entspricht der deutschen Endung “fach”. Ein
n-Tupel ist also iibersetzt ein “n-fach”.
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Bemerkungen:
i) Unter dem Nullvektor des K™ versteht man den Vektor

0

der meistens einfach mit 0 bezeichnet wird.

il) Zu jedem Vektor z € K™ gibt es einen Vektor —x € K™ gegeben durch

—T

—Tn

Es handelt sich dabei um einen Ortsvektor in entgegengesetzter Richtung, also um den am Nullpunkt
gespiegelten Punkt zu 2. Im R? oder R? kann man sich das leicht klarmachen.

iii) Als Spezialfall definieren wir noch K° := {O} Der K° enthiilt also als einzigen Vektor den Nullvektor. K°
ist also nicht die leere Menge, sondern eine Menge, welche als einziges Element den Nullvektor enthalt.

Beispiele:
1) R! = R: Zahlengerade

2) R?%: Ebene, Menge aller Punkte mit Koordinaten (x1|xs) (oder (z|y)). Dabei miissen die Koordinaten
nicht unbedingt ortlich zu verstehen sein. So kann man z.B. auch das Phasendiagramm eines Stoffes
(T, P), wobei T die Temperatur und P der Druck bezeichnen, als “Ebene” R? auffassen.

3) R3: 3-dimensionaler Raum, Menge aller Punkte mit Koordinaten (z1|ra|x3) (oder (z|y|2)).

4) R*: wird z.B. in der Physik verwendet um die Raum-Zeit zu beschreiben. Punkte in der Raum-Zeit heissen
Ereignisse und werden durch (ct, x,y, z) dargestellt, wobei ¢ die Lichtgeschwindigkeit ist.

2.1.2 K" als Vektorraum

Auf dem Standardraum K™ gibt es zwei fundamentale Rechenoperationen: die Addition + und die Skalar-
multiplikation -. Die Addition + ordnet zwei Vektoren x,y € K" einen Vektor x + y € K" zu, definiert

Z1 Y1 1+
rry=| =]
Tn Yn Tp + Yn
Die Skalarmultiplikation - ordnet einem Vektor x € K" und einer Zahl aus K, genannt Skalar, ein Produkt

A -z € K" zu, definiert durch
T AT

Ty ALy,

Wir kénnen also auch auf der Menge der Vektoren (mit n Eintriigen) addieren und multiplizieren. Aber
Achtung, die Multiplikation multipliziert Skalare (Zahlen aus K) mit Vektoren. Das ist also etwas anderes,
als die Multiplikation von zwei Zahlen aus R oder C. Es handelt sich dabei geometrisch um eine Streckung
oder Stauchung von Vektoren. Und die Skalarmultikplikation hat auch nichts mit dem Skalarprodukt (siehe
Abschnitt 2.2.2) oder dem Vektorprodukt (siehe Abschnitt 2.3) zu tun.

Die Addition und die Skalarmultiplikation auf dem Menge der Vektoren K" erfiillen folgende Rechenre-
geln, die wir als Vektorraumaxiome bezeichnen:

e Die Addition erfiillt folgende Eigenschaften:

i) Assoziativitiit:
(z4+y)+z=x+(y+2) Vz,y,zeK"
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ii) Neutralelement der Addition (Nullvektor):
r+0=2 VreK"

iii) Inverses Element der Addition:
VeeK": 24+ (—x)=0

iv) Kommutativitét:
r+y=y+z Vr,yeK"

e Die Skalarmultiplikation erfiillt folgende Eigenschaften:

v) Assoziativitét:
M) -z =Ap-x) YApuekK, zeK"

vi) Neutralitit der Eins (Neutralelement der Skalarmultiplikation):

l-z=2 VreK"

e Schliesslich sind noch folgende zwei Distributivgesetze erfiillt:

vii)
Alz4+y) = -z+r-y VIeEK z,yeK"

viii)

A+p)-z=Xz+p-z VeeK" \puek

Die vier Vektorraumaxiome zur Addition sind identische zu denjenigen, welche wir fiir die reellen und kom-
plexen Zahlen in den Abschnitten 1.1.3 und 1.2.4 kennengelernt haben. Bei der Skalarmultiplikation und den
Distributivgesetzen ergeben sich jedoch Unterschiede, welche das Rechnen mit Vektoren anders machen als
das Rechnen mit Zahlen.

Unterschied von Koérper und Vektorraum:
Ist der R™ (n > 2) mit der Addition und Multiplikation definiert durch

1+ T1Y1
N T2+ Y2 Toy2
rTHy:= ) ; Toy:= .

ein Korper?
Antwort: Nein. Das Problem ist, dass es z.B. keinen Kehrwert (Inverses Element der Multiplikation) zum

Vektor
0

*
, * ist eine beliebige Zahl

ES

gibt. Das Korper-Axiom vii) ist verletzt.

2.2 Norm und Skalarprodukt auf K"

Wir kennen nun den Vektorraum K™ und konnen Vektoren aus K™ addieren, subtrahieren und mit einem
Skalar aus dem Korper K multiplizieren. Wir haben aber noch nicht iiber die Lidnge eines Vektors gespro-
chen, und wir wissen auch noch nicht, wie man z.B. den Abstand oder den Winkel zwischen zwei Vektoren
ausrechnet. Genau darum geht es in diesem Abschnitt. Wir starten mit der Linge von Vektoren, genannt
Norm.
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2.2.1 Die Standardnorm auf K"

Es ist klar, dass die Lénge eines Vektors eine nicht negative reelle Zahl sein sollte, sonst wiirde das nur wenig
Sinn machen. Im R? kann man den Satz des Pythgaoras benutzen, um die Linge eines Vektors zu berechnen.
So hat z.B. der Vektor
3
- ()

die Lange v/32 +42 = /25 = 5. Die Norm, die wir hier definieren wollen, soll dieses Prinzip auf den K"
verallgemeinern.

Definition 2.2.1 (Standardnorm auf K™)
Die Abbildung

-]+ K* — [0, 00]

z— ||z]]

definiert durch

heisst Standardnorm des K”.

Bemerkungen:
i) Eine Norm wird mit dem Symbol ||-|| bezeichnet und ordnet also einem Vektor eine nicht-negative reelle
Zahl zu, sodass man diese als Linge des Vektors interpretieren kann.

ii) Man beachte, dass es fiir die Standardnormen auf R™ und C” den kleinen aber feinen Unterschied gibt:

n
lall = | S lail = /et + a3 +... 142, zeR”,
\i:l
n
Izl = (| > |zil* = VaiZi ¥ 22m2 + .- + 2nZn, z€C™
i=1

Also z.B.
v= G) €R? = ol = VI +22=V5.
T <21@> €C* = |zll= 12+ (2i) - (—2i) = V1 — 42 = V5.

iii) Wir werden in Abschnitt 5.6 sehen, dass es noch andere Normen gibt. Die Standardnorm wird dann zur
Unterscheidung oft mit dem Symbol ||-||, bezeichnet.

Satz 2.2.2
Die Standardnorm des K™ erfiillt folgende Eigenschaften:

i) ||-|| ist definit:
|| =0 = x=0.

ii) ||-|| ist absolut homogen:
Az = Al =]l VA e K,z e K"

iii) ||| ist subadditiv (Dreiecksungleichung):
e +yll <=l +1lyll, v,y € K"

Bemerkungen:
o Fiir Skalare (Zahlen) aus K entspricht die Norm ||z| einfach dem Betrag |z| der Zahl.

e Vor allem fiir Vektoren im R? oder R? verwendet man fiir ||z|| auch die Begriffe “Linge eines Vektors
z” oder “Betrag eines Vektors z”.
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Definition 2.2.3 (Normierter Vektor)
Ein Vektor z € K" mit Norm 1, also ||z|| = 1, heisst normierter Vektor oder Einheitsvektor.

Bemerkung;:
Sei x € K" ein beliebiger Vektor. Dann ist der Vektor HQJTH ein Einheitsvektor in der gleichen Richtung wie

N E
=||l— 2| =

el
wobei wir die absolute Homogenitét der Norm (Eigenschaft ii) aus Satz 2.2.2 verwendet haben.

x. Warum? Na weil:
T

]

1
kgl

1

]| =
]

]l = 1,

Aufgabe:
Sei ein Vektor o € R* gegeben durch
2
S 3
)
0

Wir suchen einen Vektor y € R*, welcher kollinear zu x ist, d. h. in die gleiche Richtung zeigt wie x, aber
die Linge (Norm) 1 hat.

Loésung:
Wir berechnen zuerst die Norm von x:

|z = /22 + 32+ (—5)2 + 02 = VA + 9+ 25 = V/38.

Der gesuchte Einheitsvektor ist dann

2
2\ (v
] V38 _0 —\O/ﬁ

Es gilt automatisch ||y|| = 1.

Metrik auf K"

Mit der Norm sind automatisch auch Abstdnde zwischen Vektoren bzw. Punkten definiert. Nehmen wir
zwei Vektoren (oder Punkte) x, y € K. Dann ist der Abstand zwischen den beiden Punkten die Norm des

Differenzenvektors:
n

> lyk — @l

k=1

dist(z,y) := [ly — =l =

Also erst dadurch, dass man eine Norm von Vektoren berechnen kann, fithrt dazu, dass man auch die Liange
von beliebigen Strecken messen kann.

2.2.2 Das Standardskalarprodukt auf K"

Mit Hilfe der Norm kann die Lange von Vektoren und damit die Distanz zwischen Punkten im K™ berechnet
werden. Man hat aber noch nicht die Moglichkeit, Winkel zu berechnen. Dafiir ist eine weitere geometrische
Eigenschaft notig, ndmlich das Skalarprodukt.

Definition 2.2.4 (Standardskalarprodukt)
Die Abbildung

() K" x K" — K,
(x,y) — (z,y)
definiert durch

n
(@,y) =Y Ty =Tiy1 + Taya + - - + Tnln
i=1
heisst Standardskalarprodukt oder kanonisches? Skalarprodukt auf dem K".

2kanonisch=natiirlich von lateinisch: canon=Regel, Norm
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Bemerkung;:
Fiir das Skalarprodukt werden in der Literatur verschiedene Notationen verwendet: zy, -y oder eben: (z,y).

Satz 2.2.5
Das Standardskalarprodukt erfiillt auf dem R"™ folgende Eigenschaften:

i) Das Skalarprodukt ist bilinear:
(+y, 2) =(2,2) +(y,2), und (z,y+2)=(2,9)+ (z,2)
(Az,y) = Mz,y), und (z,\y) = XMa,y) VAER, z,y eR"
ii) Das Skalarprodukt ist symmetrisch:

(z,y) = (y,z) Va,yeR"

iii) Das Skalarprodukt ist positiv-definit:

(r,z) >0 VzxeR" und (z,2)=0 < z=0.

Das Skalarprodukt ist eine symmetrische, positiv-definite Bilinearform.
Aufgrund der komplexen Konjugation in der Definition des komplexen Skalarprodukts hat dieses leicht
andere Eigenschaften:

Satz 2.2.6
Das Skalarprodukt erfiillt auf C™ folgende Eigenschaften:

i) Das Skalarprodukt ist sesquilinear?
(c+w,z) ={(c,2) + (w,z), und (c,w+z)={(c,w)+(c,z) Ve,w,zeC"
(Aw,2) = Mw, z), und (w,\z) = Aw,2) YA€C, w,ze€C"

ii) Das Skalarprodukt ist hermitesch:*

(w,z) = (z,w) Yw,zeC"

iii) Das Skalarprodukt ist positiv-definit:

(z,2) >0 VzeC" und (z,2)=0 < 2=0.

Das Standardskalarprodukt auf C™ ist eine hermitesche, positiv-definite Sesquilinearform.

Beispiele:
1)
5 3
V1 = <2) S R27 Vg = (_1> S RQ
Dann ist
<1}1,’U2> = 5'3+2'(—1) =13
2)
1 )
ci=11 E(CS, co=|1-—1 €C3
) -2
Dann ist

(cr,e) =1-i4(=i) - (1—i)+(=i)- (=2) =i —i+1i>— 2= —1+2i.
Umgekehrt ist

(carer) = (—i) 14 (L44) i+ (=2)i=—i+i+i>—2i=—1—2i=/cy,ca).

3lateinisch: sesqui=anderthalb. Der Begriff kommt daher, dass das komplexe Skalarprodukt eben nicht bilinear ist, sondern
dass bei der 2. Komponente komplex konjugiert werden muss.
4Nach dem franzosischen Mathematiker Charles Hermite (1822-1901).
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Beziehung zwischen Standardnorm und Standardskalarprodukt

Die Norm eines Vektors x € K" ergibt sich aus dem Skalarprodukt, denn aus der Definition der Norm folgt:

n n

2 n
lz = | D lwil* = | D _#? = V(z,2), zeR

n n
o= (| Sl = | Sz = Vme), zecn
=1 )

Also gilt fiir einen beliebigen Vektor z € K™:

Joll = /T 2) (2.1)

Man sagt, das Standardskalarprodukt induziert die Standardnorm. Dies bedeutet, dass zu einem Skalarpro-
dukt immer eine zugehorige Norm gehort. Das wird dann wichtig werden, wenn wir verschiedene Skalarpro-
dukte und Normen betrachten. Dann muss man verwendeten Skalarprodukt, immer die Norm verwenden,
welche durch Gl. (2.1) gegeben ist.

2.2.3 Offnungswinkel

In diesem Abschnitt wollen wir eine Formel fiir den Winkel zwischen zwei beliebigen Vektoren im R"™ finden.
Wir lassen uns dabei leiten von der Situation im R?, weil wir uns im R? die Vektoren gut vorstellen und
aufzeichnen kénnen.

Repetition: Cosinussatz

Satz 2.2.7 (Cosinussatz)
Fiir ein beliebiges Dreieck in der Ebene R? mit Seiten a, b und c gilt:

¢ = a® + b* — 2abcos(y),

wobei v der Winkel zwischen den Seiten a und b ist.

Abbildung 2.1: Ein beliebiges Dreieck mit Seiten a, b und c¢. Der Winkel v ist der Seite ¢ gegeniiberliegend.

Beweis. Die Situation ist in Abbildung 2.1 dargestellt. Aus dem Satz des Pythagoras angewendet auf das
kleine, rechtwinklige durch die Hohe gebildete Dreieck cdh folgt

¢ =h*+d.
h kann man mit dem Satz des Pythagoras des rechtwinkligen Dreiecks bhe schreiben als

h? =b% — €%
Daraus folgt

E=hr+d* =0 -+ d°
Fiir die Strecke d = a — e gilt wiederum
d?> = (a — e)? = a® — 2ae + €°.

Setzt man dies in den Ausdruck fiir ¢? ein, bekommt man

A= —+d®=0>—e%+a’+2ae+ e =a®+ b — 2ae.
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Jetzt miissen wir noch den Winkel v mit ins Spiel bringen. Es ist

cos(y) = % = e=bcos(7).

Wir bekommen den gesuchten Cosinussatz
¢ = a® + b* — 2abcos(y). O

Aus dem Cosinussatz lasst sich eine Formel ableiten, die den Winkel ¢ zwischen zwei Vektoren a und b
durch das Skalarprodukt ausdriickt (siche Abb. 2.2).

Abbildung 2.2: Zwei Vektoren a und b spannen ein Dreieck auf, wobei der Nullpunkt dann eine Ecke sein
muss. Der Offnungswinkel zwischen a und b ist ¢ und die gegeniiberliegende Seite ist dann der Vektor
c=a—b.
Der Cosinussatz liefert uns die Beziehung
2 2 2
llell™ = llall™ + [1o[]" = 2{lal - [|b]| cos(¢)
oder mit Skalarprodukten ausgedriickt:
(¢,c) = (a,a) + (b, b) — 2 ||| - [|b]| cos(p).

Jetzt ersetzen wir ¢ = a — b und bekommen

(@ =b,a—b) = (a,a) + (b,b) = 2||al| - [|b]| cos(y)
& (a,0) = (a;b) = (b,a) + (b;b) = (a,a) + (b, b) — 2 |[a] - [|b]| cos ()
& —2{(a,b) = =2|lal| - [[b] cos()
& {a,b) = la] - [|bl]] cos(p)

Wir haben den wichtigen Zusammenhang zwischen dem Skalarprodukt und dem Winkel gefunden, ndmlich

{a,0) = lla]l - |b]| cos(¢) -

© = arccos <<a’b>>
[lall - {l]

Die obige Herleitung haben wir im R? durchgefiihrt. Doch diese Formel ist ganz allgemein auch im R” giiltig.
Denn auch im R™ bilden zwei Vektoren a und b ein ebenes Dreieck. Deshalb definieren wir:

Definition 2.2.8 (Offnungswinkel/Zwischenwinkel)
Seien z,y € R™ zwei beliebige Vektoren, wobei x # 0 und y # 0. Der Offnungswinkel ¢ zwischen x und y
sei definiert durch

Aufgelost nach ¢ erhalten wir:

= i .= arccos M
o= L) (nxn - yn) | 22)

wobei 0 < o < 7.
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Bemerkungen:

e Die Funktion arccos hat das Intervall [0, 7] als Wertebereich. Der Offnungswinkel, den wir mit der
Formel (2.2) bekommen, ist also immer ein Winkel zwischen 0 und 7.

Wenn das Skalarprodukt zwischen zwei Vektoren x und y verschwindet, dann wird das Argument im
arccos null und damit bekommen wir einen Winkel von 7/2. Folglich stehen die Vektoren senkrecht
aufeinander. Umgekehrt erhiilt man den Winkel 7/2 genau nur im Fall, wenn das Skalarprodukt null
ist. Es gilt also

rly < (z,y)=0.
Das heisst, Rechtwinkligkeit oder Orthogonalitét von Vektoren ist gleichbedeutend mit Skalarprodukt
ist gleich null.

Die Definition des Winkels macht nur Sinn, wenn das Argument der Funktion arccos im Intervall [—1, 1]
zu liegen kommt, denn das ist der Definitionsbereich von arccos®. Und das ist tatséichlich automatisch
gewdhrleistet durch die sogenannte Cauchy-Schwarz Ungleichung. Man kann allgemein beweisen,

dass die Ungleichung®
[, ) <zl - [lyll ,  Vo,yeK".

immer giiltig ist. Damit ist gewéhrleistet, dass in der Formel (2.2) stets

e tmy)
Tl -yl T

gilt. Die Cauchy-Schwarz Ungleichung ist eine wichtige Eigenschaft von Vektoren, die Konsequenzen bis
in die Quantenphysik hat (Stichwort Unschérferelation). Im Abschnitt 5.6 werden wir diese berithmte

Ungleichung noch in einer allgemeineren Version kennenlernen.

Beispiele:

1) Seien

Dann betragt der Winkel zwischen x und y:

(0)6) _ soros

B 6116 B

Daraus folgt, dass
™

Cos (Z(l’,y)) =0 = Z(IL’,y) - 5

Wie erwartet bekommen wir als Winkel 90°, da die Vektoren aufeinander senkrecht stehen.

SORS!

Dann betréagt der Winkel zwischen a und b:

COS(Z(a,b))<<é),<i)> 114011 V2

2) Seien

Gl e e

Z(a,b) = g

Wir bekommen

was 45° entspricht, wie erwartet.

5Der Cosinus eines Winkels ist stets zwischen —1 und 1. Daher muss die Umkehrfunktion des Cosinus, also der Arcuscosinus

den Definitionsbereich [—1, 1] haben.
6Das < wird zu einem =, genau dann wenn entweder z = 0 oder  und y kollinear sind, d.h. wenn I\ € K : y = Ax.
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3) Um das Vorzeichen des Skalarproduktes in der Formel fiir den Offnungswinkel zu verstehen, berechnen

wir noch den Winkel zwischen
(1 — b= -1
a= E c=—-b= E

o)
)

Diesmal bekommen wir

) _tenwocny_ Ne
2

()]

cos (L(a,c)) =

I

und somit

3m
T

Mit anderen Worten bei einem positiven Skalarprodukt ist der Offnungswinkel spitz, bei einem negativen
Skalarprodukt ist er stumpf.

Z(a,c) =

2.2.4 Orthogonalprojektion

Was geht da eigentlich geometrisch ab bei der Berechnung eines Skalarprodukts? Um das herauszufinden,
benutzen wir wieder unseren Sandkasten, den R?, weil wir uns da die Vektoren gut vorstellen und aufmalen
koénnen. Betrachen wir die Situation in der Abbildung 2.3. Wir nehmen an, dass die beiden Vektoren a und
b gegeben sind und wir uns fiir den Vektor b, interessieren. b, ist die sogenannte

=L

Abbildung 2.3: Zwei Vektoren a und b im R? mit Zwischenwinkel ¢. Der Vektor b, ist die Orthogonalpro-
jektion von b auf a.

Orthogonalprojektion oder Normalprojektion des Vektors b auf den Vektor a. Wie finden wir den
Vektor b, nun heraus? Es ist klar, dass a und b, die gleiche Richtung haben. Verkiirzen wir zuerst a auf
einen Einheitsvektor a

ea= 2 lleall = 1.
“ all ‘

Dann kénnen wir den gesuchten Vektor b, als ein Vielfaches von e, schreiben:
by = Aeq = A
lall
Die Zahl X entspricht dem Betrage nach der Lénge des Vektors b,, d.h.
IAl = [[ball -

Das Vorzeichen von A hingt aber davon ab, ob der Winkel ¢ stumpf oder spitz ist. Wir finden

_ [16a || © spitz,
~|lba]l @ stumpt.

Wir brauchen also noch die Lénge (Norm) ||b,|| des Vektors b,. Dafiir kommt der Winkel ins Spiel. ||b,|| ist
die Ankathete des rechtwinkligen Dreiecks und daher

bl cos(p) ¢ spitz,
[1Ball = 1ol - [cos()| =
—[Iblf cos() ¢ stumpf,

25



wobei wir wieder achtsam mit dem Vorzeichen von cos haben umgehen miissen, damit alles stimmt. Schlies-
slich bekommen wir (egal ob ¢ spitz oder stumpf ist)

a a
b = A — = ||b|| cos(p) —.
llal llal
Im letzten Abschnitt haben wir jedoch gelernt, dass man den Winkel ¢ mit der Formel

_ {a,b)
<0s(2) = Tall -

berechnen kann. Setzt man dies ein, bekommen wir schliesslich fiir die Orthogonalprojektion die Formel
(a,b) a (a,b)

ba = bl oo o = e (23)
Tall 18T Tall ~ a?

Nimmt man auf beiden Seiten von Gl. (2.3) die Norm erhélt man

a,b
Ibal] = KB
Tl

Lost man dies nach dem Skalarprodukt auf, bekommt man weiter
(@, 0)] = [|ball llal| - (2.4)

Dieser Zusammenhang ist in Abb. 2.3 also rote Fliche dargestellt. Man kann das Skalarprodukt (zumindest
seinen Betrag) also als Fliche dieses roten Rechtecks interpretieren. Das Vorzeichen des Skalarprodukts
liefert noch die Zusatzinformation, ob der Zwischenwinkel ¢ spitz oder stumpf ist.

2.3 Vektorprodukt

2.3.1 Geometrische Definition

Definition 2.3.1
Unter dem Vektor- oder Kreuzprodukt zwischen zwei Vektoren a € R? und b € R? versteht man den
Vektor

n=axbeR3

mit den folgenden drei Eigenschaften:

i) Der Vektor n ist senkrecht auf a und b, kurz: n L a und n L b (siche Abbildung 2.4).

Abbildung 2.4: Das Vektorprodukt zweier Vektoren a und b (Quelle: Wikipedia).

ii) Die Orientierung von n ist durch die sogenannte Rechte-Hand-Regel festgelegt (siehe Abbildung 2.5).

a

<
_‘./

Abbildung 2.5: Rechte-Hand-Regel fiir das Vektorprodukt a x b.
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iii)

Die Norm von n ist gegeben durch
[nll = lla x bl| = [la] [|b]| sin(d),

wobei ¥ der Offnungswinkel zwischen @ und b ist.

Durch diese drei Eigenschaften ist der Vektor n eindeutig bestimmt.

Bemerkungen:

i)

ii)

iii)

Zur Abgrenzung zwischen Skalar- und Vektorprodukt wird das Skalarprodukt manchmal auch als inne-
res Produkt (engl.: inner product, dot product) und das Vektor- oder Kreuzprodukt dann als #usseres
Produkt (engl.: exterior product, cross product) bezeichnet. Denn wihrend das innere Produkt eine
Zahl als Resultat liefert, ergibt das dussere Produkt einen Vektor, der ausserhalb der (von a und b
aufgespannten) Ebene liegt. Das Vektorprodukt fithrt also aus der Ebene hinaus.

Fiir das Skalar- und das Vektorprodukt gelten also die folgenden Beziehungen:

lla < bl = [[a]l[|b]| sin(<9),
{a,8) = llall [}b]) cos(®),
wobei 9 der Offnungswinkel zwischen a und b ist. Der Winkel ¢ liegt per definitionem im Intervall
zwischen 0 und 7.

Die Norm des Vektorprodukts entspricht genau der Fliche des von a und b aufgespannten Parallelo-
gramms (vgl. Abb. 2.5).

Satz 2.3.2
Fiir zwei Vektoren a € R? und b € R?, wobei b # 0 sein soll, gilt:

axb=0 & a=MX, AeR

Das heisst, das Vektorprodukt ist genau dann der Nullvektor, wenn die Vektoren kollinear (linear abhingig)
sind.

Beweis. =: Wenn a X b =0 dann folgt ||a x b|| = 0. Dann ist entweder der Vektor a der Nullvektor oder

der Winkel zwischen a und b ist 0 oder 7. In beiden Féllen ist so oder so a = A\b fiir ein A € R.

: Sei also a = Ab fiir ein A € R. Falls A = 0 ist a = 0 und damit sowieso a xb = 0. Wenn andererseits A # 0,
dann bedeutet dies, dass der Offnungswinkel zwischen a und b gleich 0 oder gleich 7 ist. Dann ist aber
sin(d¥) = 0. Daraus folgt wiederum, dass |ja x b|| = 0 (das von a und b aufgespannte Parallelogramm
hat die Fldche 0). Aus der Eigenschaft i aus Satz 2.2.2 (Definitheit) folgt dann wiederum, dass der
Vektor a x b der Nullvektor sein muss. O

2.3.2 Rechenregeln fiir das Vektorprodukt

Satz 2.3.3
Fiir das Vektorprodukt gelten die folgenden Rechenregeln:

i) Das Vektorprodukt ist antikommutativ:

axb=—bxa, Va,b € R3.

ii) Das Vektorprodukt ist distributiv:

ax(b+c)=axb+axec, Ya,b,c € R3.

iii) Es gilt:

Maxb)=(\a)xb=ax(\b) Va,beR3 AXeR
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Bemerkung;:
Das Vektorprodukt ist nicht assoziativ, d.h. im allgemeinen ist

ax (bxe)#(axb)xe,

wie folgendes Gegenbeispiel beweist: fiir die drei Basisvektoren gilt ndmlich

€1 X eg = e3, (258,)
e X ez = —eg, (25b)
ey X €3 = ey (2.5¢)
Somit gilt z.B.:
e1 X (61 X 62) =e€1 X €3 = —€q.

Es gilt aber ebenfalls, dass
<€1X€1)X62:OX62:O,

aufgrund von Satz 2.3.2. Also kann das Vektorprodukt nicht assoziativ sein.

2.3.3 Berechnung des Vektorprodukts

Wir wollen nun eine Berechnungsformel fiir das Vektorprodukt herleiten. Es seinen die Vektoren a und b
gegeben durch

a=|az | =aie; + azes + ases,

b= | by | =bier + baes + bses.

Fiir das Vektorprodukt gilt unter Benutzung der Rechenregeln aus Satz 2.3.3 und der Vektorprodukte der
Basisvektoren aus Gleichungen (2.5):
a x b= (aje1 + azes + agez) X (brer + baes + bses)
= a1b; (€1 X e1) + arbs (€1 X e2) + arbs (e1 X e3)
+ asby (e2 X e1) + asbs (ea X e2) + asbs (e2 X e3)
+ asby (e X e1) + azbs (e3 X e2) + asbs (e3 X e3)
= a1bses — ajbses — azbies + agbse; + aszbiea — asbae

= (agbg — agbg) er + (a3b1 — albg) es + (a1b2 — agbl) €3

azbz — azbs
= | azby —aibs3
arby — agby

Um die Formel fiir die Berechnung des Vektorprodukts nicht auswendig lernen zu miissen, verwendet man
folgenden Trick, der in der Abbildung 2.6 dargestellt ist: man schreibt die ersten beiden Komponenten der
Vektoren unter den Vektoren nochmals hin und streicht die erste Zeile. Dann berechnet man nacheinander
iibers Kreuz die Produkte der Komponenten aus, wie dargestellt.

a bq
ag |+ b by

a2 b3 -a3 b2 1. Zeile
ag bz

a3 bl -alb3 2. Zeile
aq b4
a by

Abbildung 2.6: Berechnung des Vektorprodukts zweier Vektoren a und b.

Beispiel:
Seien
1 -2
a=12]1, b= 7
3 4



Es gilt

1 -2 2.4-3.7 8—21 ~13
axb= (2] x| 7]|=[3(-2-1-4]=[-6-4]=]-10
3 4 1-7-2-(-2) 744 11

2.3.4 Anwendungen des Vektorprodukts
Flidche eines Dreiecks

Die Fliche eines Dreiecks ABC ist gegeben durch die Formel

1
A= laxbl,
2

wobei

a:ﬁ und b:ﬁ.

Beispiel:
Gegeben Sei das Dreieck durch die Ecken A(—2|3| — 1), B(—5|7]5) und C(7| — 1| — 3). Dann ist

3 9

a= 1@ =1 4 und b= ﬁ =1 -4
6 -2
Die Fléche ist dann
1 -3 9 1 —8 — (—24) 1 16
6 -2 12 — 36 —24
2
=4 6 H=4\/4+36+ =4.7=28.
-3

Anwendungen aus der Physik

Das Vektorprodukt kommt in diversen Gebieten der Physik in verschiedenen Formeln vor. Wir zéhlen hier
einige auf:

1) Das Drehmoment M einer Kraft F' und einem Hebelarm r ist definiert durch:
M=rxF, r,F,M e R3
Der Betrag des Drehmoments ist
M| = [lr[H[F] sin(&),

wobei 1 der Winkel zwischen den Vektoren r und F' ist. Das fithrt dazu, dass nur der Anteil der Kraft,
welche senkrecht auf dem Hebelarm steht, zu einem Drehmoment fiihrt.

2) Der Drehimpuls L einer Masse m, welche sich am Ort r im Raum befindet und sich mit der Geschwin-
digkeit v bewegt, ist gegeben durch
L=m(rxv)=rxp,

wobei p = mv der Impuls der Masse ist. Man beachte, dass 7, v, p und L alles Vektoren im R? sind,
wéhrend die Masse m natiirlich ein Skalar ist. Zwischen dem Drehmoment und dem Drehimpuls besteht
ein wichtiger Zusammenhang: der Drehimpuls &ndert sich nur, wenn ein Drehmoment wirkt, genau so
wie sich der Impuls nur &ndert, wenn eine Kraft wirkt. Mathematisch geschrieben, lautet das:

dL _
dt
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3) Ein elektrisch geladenes Teilchen (wie z.B. ein Elektron) der Ladung ¢, welches sich mit der Geschwin-
digkeit v in einem Magnetfeld B” bewegt, erfihrt eine Kraft. Diese Kraft heisst Lorentzkraft und ist
gegeben durch

FrL=q(vxB).

Aufgrund der Eigenschaft des Vektorproduktes ist der Vektor F, stets senkrecht auf der Geschwindigkeit
des Teilchens. Damit wird ist auch der Beschleunigungsvektor senkrecht auf die Geschwindigkeit. Dies
fithrt dazu, dass das Teilchen eine Kreisbahn (oder Spiralbahn) im Magnetfeld einschlégt. Die Lorentzkraft
spielt dabei die Rolle der Zentripetalkraft dieser Kreisbahn. Ausserdem kann die Lorentzkraft keine
Energie auf das Teilchen iibertragen, weil fiir eine auf die Bewegungsrichtung senkrechte Kraft, wird
keine Arbeit verrichtet.

4) Die Energieflussdichte® des elektromagnetischen Feldes wird durch den sogenannten Poyntingvek-
tor S beschrieben. Eine elektromagnetische Welle (wie z.B. Licht oder Radiowellen) besteht aus einem
schwingenden elektrischen Feld E und einem schwingenden magnetischen Feld H. Sowohl das elektrische
Feld E als auch das Magnetfeld H sind Vektorfelder und stehen bei einer elektromagnetischen Welle stets
senkrecht auf der Fortpflanzungsrichtung. Das Vektorprodukt der beiden Vektoren zeigt dann gerade in
die Richtung, in die sich die Welle fortpflanzt. Dies ist dann eben der sogenannte Poyntingvektor S
und er ist gegeben durch

S=ExH.

Auch bei stationéren elektromagnetischen Feldern spielt dieser Poynting-Vektor eine Rolle, wie das Bei-
spiel des Koaxialkabels zeigt (sieche Abb. 2.7). Der Poynting-Vektor im Koaxialkabel

. Innenleiter
AuBenleiter
| in Richtung (x)
| in Richtung (o)
S Elektrischer
Poynting H Feldvektor
Vektor Magnetischer

Feldvektor

Abbildung 2.7: Poynting-Vektor im Koaxialkabel (Quelle: Wikipedia).

ist nur ungleich null im Innenbereich zwischen Innen- und Aussenleiter. Also, obwohl der elektrische
Strom in den beiden Leitern fliesst, wird die Energie im Dielektrikum (also im Zwischenbereich zwischen
den Leitern) transportiert.

7Um genau zu sein, handelt es sich bei B um die magnetische Flussdichte.

8 Allgemein gibt die Energieflussdichte an, wieviel Energie pro Zeiteinheit durch eine Fliche fliesst. Daher hat die Energief-
lussdichte die Einheit — fﬂ > (oder %) Dabei ist unerheblich, welcher physikalische Prozess fiir den Energietransport verantwort-
lich ist. Wenn man bei einer elektromagnetischen Welle von deren Intensitét spricht, meint man eigentlich eine Energieflussdichte.
Wenn Wéirme transportiert wird, spricht man von einer Warmestromdichte, meint aber physikalisch das Gleiche.
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Volumen eines Spats

a
Abbildung 2.8: Ein Spat gebildet mit den Vektoren a, b und c.

Ein Spat® oder Parallelepiped ist ein aus sechs Parallelogrammen als Seitenfliichen aufgebautes Hexa-
eder.'® Der Spat wird von den drei Vektoren

GZE, bzﬁ und C:E

aufgespannt. Das Volumen dieses Spats ist
V=A-h,

wobei A die Fliache des von ¢ und b aufgespannten Parallelogramms ist und h die Hohe des Spats bildet. Die
Fliche A ist
A=axbl].

Die Hohe h ist die Orthogonalprojektion des Vektors ¢ auf das Vektorprodukt a x b. Es gilt also
h = lc|| - lcos()] -
wobei der ¢ der Winkel zwischen ¢ und a x b darstellt. Dieser Winkel ist gegeben durch

(a x b, c)

0s() = el Ta x ol

Damit ergibt sich fiir das Volumen eines Spats die folgende einfache Formel

V =1|{axb,c)|

Definition 2.3.4 (Spatprodukt)
Seien a, b und ¢ drei beliebige Vektoren im R3. Dann definiert

(axb,c)
das Spatprodukt der Vektoren a, b und c.

Bemerkung;:
Das Spatprodukt ist zyklisch, d.h. es gilt

(axb,c)y={(cxa,b)=(bxc, a).

Natiirlich gilt auch aufgrund der Kommutativitéit des Skalarprodukts und der Antikommutativitdt des Vek-
torprodukts

(axb,c)={c,axb)
(axb,c)y=—(bxa,c)

9Das Wort “Spat” stammt vom Mineral Kalkspat (Calcit CaCOg3) her. Die Kristalle von Kalkspat haben die Form eines
Spats.
10Hexaeder=Sechsflicher. Der Quader und natiirlich auch der Wiirfel sind spezielle Hexaeder.

31



Volumen des Tetraeders

Ein Tetraeder!! ist ein Korper, dessen Seitenflichen aus vier beliebigen Dreiecken gebildet werden. Das
Tetraeder wird von drei Vektoren

a:xﬁ, b:ﬁ und C:ﬁ

aufgespannt. Das Volumen eines Tetraeders ist

1
V=-A-h
3 )

wobei A die Fliache des von a und b aufgespannten Dreiecks ist und h die Hohe des Tetreaeders bildet. Die
Fliache A ist

1
A=—=llax?]|.
2
Die Hohe h ist wie fiir den Spat gegeben durch

_{axb,c)
lla x|l

Damit ergibt sich fiir das Volumen des Tetraeders die folgende Formel

V= %)(a X b, c>‘

11Das Wort Tetraeder bedeutet Vierflicher. Das Tetraeder ist ein Kérper aus vier Dreiecken als Seitenflichen. Im speziellen
Fall, in welchem das Tetraeder aus vier gleichseitigen Dreiecken besteht, ist das regelméssige Tetraeder und dieses ist einer
der fiinf platonischen Kérper (Tetraeder, Wiirfel, Oktaeder, Dodekaeder und Ikosaeder).

32



Kapitel 3

Matrizen und lineare
Gleichungssysteme

Unfortunately, no one can be told
what the Matrix is. You have to
see it for yourself.

Morpheus

3.1 Matrizenrechnung

3.1.1 m x n-Matrizen

Definition 3.1.1 (m X n-Matrix)

Unter einer m x n-Matrix versteht man ein rechteckiges Zahlenschema von reellen (komplexen) Zahlen
a;;j € K (K =R oder C) a;; € K) mit m waagrecht angeordneten Zeilen und n senkrecht angeordneten
Spalten:

air a2 - Ay o Qi
a21 agz az; -+ Q2n
A= (ai ')z‘:l cm
J j=1,...,n (4751 ;92 s Qi s Qi
aml Am2 - Amj - Amn
Die Zahlen a;; heissen Matrixelemente oder Matrixeintrége. ¢ = 1,...,m ist der Zeilenindex und j =
1,...,n ist der Spaltenindex.

Die Menge aller reellen (oder komplexen) m x n-Matrizen bezeichnen wir mit:

00 --- 0
00 --- 0
0:= . ,
0 0 0
die sogenannte Einheitsmatrix
1 0 0
0 1 0
1, := )
0 0 1
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und die Matrix —A

—ai —a12 —Qin

—a21 —a22 - —a2n
—A:=

—Qm1 —Qm?2 e —Amn

Beispiele:
i)
2 -3 V2 1

ist eine reelle 2 x 4-Matrix. Die Matrix A hat zwei Zeilen und vier Spalten. Matrixelemente sind z.B.
as3 = /2 oder as = 0.

A:<3 T 5 O>6R2X4

ii)

— 0 —i 2X2
B_<Z. O)G(C

iii) Die Einheitsmatrix in drei Dimensionen ist

ist eine komplexe 2 x 2-Matrix.

1 00
Is=(0 1 0
0 0 1
iv)
2
v=[-1] e R¥>*! =R3
0

ist eine 3 x 1-Matrix oder ein Spaltenvektor.
v)
u=(4 -2 -7 5)eR"™

ist eine 1 x 4-Matrix oder ein Zeilenvektor.

vi) Spaltenvektoren kommen sehr hiufig in der Physik vor, z.B. ist der Beschleunigungsvektor der Erdbe-
schleunigung
0
a= 0 eR3
-9.81 5

nichts anderes als ein Spaltenvektor mit drei Eintréagen.

3.1.2 Der Vektorraum K"*"

Genau wie Vektoren kann man auch Matrizen addieren und mit Skalaren multiplizieren. Diese beiden Ope-
rationen sind fiir Matrizen wiefolgt defniert:

a1 a2 -+ Qin bin bz -+ bin
az1 Qg2 -+ A2, bar b2 -+ b2,
A+ B = . . . +
Am1 Am?2 e Amn bml bm2 e bmn
a1 + b1 a2 +bi2 - a +bi,
a1 + ba1 ag2 +bao -+ az, +bop
am1 + bml am?2 + bm2 e Amn + bmn
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Es wird also komponentenweise addiert, wofiir A und B beide m x n-Matrizen sein miissen. Die Skalarmul-
tiplikation ist definiert durch:

a1 a2 - Qin Aair Aaiz - A,

a21 az2 - a2n Aazi Aagy - Aaoy,
A-A= A = ,

aml Am2 - Amn )\aml )\am2 o )\amn

wobei A € K™*™ und A\ € K. Die so fiir die Matrizen definierten Rechenoperationen Addition und Skalar-
multiplikation erfiillen ebenfalls die im Abschnitt 2.1.2 behandelten Vektorraumaxiome.

e Die Addition erfiillt die Bedingungen:
i) (A+B)+C=A+(B+C), VA B,CeK™"
i) A+0=A4, VAeKm™*"
iii) A+ (-4)=0, VAeKm*"
)

iv) A+ B=B+ A, VA BeK™"

e Die Skalarmultiplikation erfiillt:

v) (M) A=X-(p-A) YA\ ueK Ae Knxn
vi) 1-A=A VAeKm*n

e und es gelten die Distributivgesetze:

vii) A\-(A+B)=X-A+X-B VYA€K, A4, Be K™,
vill) A+ p)-A=X-A+pu-A VAeK™" X\ ek

Das heisst auch die Menge der reellen (oder komplexen) Matrizen K™*"™ erfiillt die acht Vektorraumaxiome
und ist damit ein K-Vektorraum.

3.2 Matrixprodukte

3.2.1 Produkt Matrix mal Vektor

Definition 3.2.1
Das Produkt y = A - z einer Matrix A € K™*™ mit einem Vektor x € K" ist definiert durch

ail a2 - A1n

Y1 T1 1171 + a12T2 + ... +Q1pTn
a1 Qg2 - A2p
y prg = prd :
Ym Tn Am1T1 + Am2T2 + ...+ AmnTn
—— Uml Am2 - Gmn ——
yekm z€Kn A-zcKm
AeKnLXn

Die i-te Komponente des Vektors A - z ist das Skalarprodukt der i-ten Zeile von A mit dem Vektor x. Mit
dem Summenzeichen kann das Produkt geschrieben werden als:

n
Yi = E Qi g, i=1,...,m.
Jj=1

Bemerkungen:

i) Das Produkt einer Matrix A mit einem Vektor x ist nur definiert, wenn die Matrix A gleich viele Spalten
hat, wie der Vektor x Eintréige. Die Anzahl Zeilen von A spielt keine Rolle. Der Vektor y = Az hat aber
gleich viele Eintrage, wie die Matrix A Zeilen hat.

ii) In der linearen Algebra sagt man auch, dass man die Matrix A auf den Vektor & “anwendet” oder dass
die Matrix A den Vektor x auf den Vektor A -z “abbildet”. Wie wir im Kapitel 6 sehen werden, handelt
es sich ndmlich bei Matrizen um die mathematische Beschreibung sogenannter linearer Abbildungen.
Zu den linearen Abbildungen gehéren zum Beispiel Drehungen, Streckungen und Projektionen. Diese
Abbildungen konnen durch Matrizen dargestellt werden.
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3.2.2 Produkt zweier Matrizen

Wenn wir schon bei den Matrizen sind, besprechen wir gleich auch das Produkt von zwei Matrizen. Das
Produkt zweier Matrizen ist vom Prinzip her genau das Gleiche wie die Anwendung einer Matrix auf einen
Vektor. Sehen wir uns dies anhand eines Beispiels an:

Beispiel:
Seien A € R3*4 und B € R3*3 gegeben durch
1 2 3 =2 -5 0 0
A=10 -3 3 1 B=|3 3 3
4 1 -1 7 1 1 -1

Wir berechnen das Produkt dieser beiden Matrizen
C=DB-A.

Dieses Produkt erhélt man, indem man fiir jede Zeile in B das Skalarprodukt mit jeder Spalte in A bildet.
Also,

-5 0 0 1
C=B-A=(3 3 3 0
1 1 -1 4

(=5)-1+0-0+0-4 (—5 240-(-3)+0-1 (-5)-3+0-34+0-(-=1) (=5)-(-2)+0-140-7
= 3:1+3-0+3-4 3:2+3-(=3)+3-1 3:3+3-3+3-(-1) 3-(—2)+3-1+3-7
1-14+1-04+(-1)4 1-241-(=3)+(-1)-1 1-34+1-34+(=1)-(=1) 1-(=2)+1-1+(-1)-7
-5 —10 —15 10
=1 0 15 18
-3 -2 7 -8

- =

Das Produkt von zwei Matrizen ist nur definiert, wenn die Matrix die links im Produkt steht (hier die Matrix
B) gleich viele Spalten hat, wie die Matrix, die rechts im Produkt steht (hier die Matrix A), Zeilen hat.
Sonst geht es beim Berechnen ja gar nicht auf. Es ist also in diesem Beispiel nicht moglich das Produkt A- B
auszurechnen.

In allgemeiner Schreibweise definiert man das Matrizenprodukt wie folgt: seien A € K> eine [ x n-Matrix
und B € K™*! eine m x I-Matrix. Dann ist das Matrixprodukt B - A gegeben durch die m x n-Matrix

wobei die Komponenten von C' gegeben sind durch:

cij = bijar;, i=1,...m;j=1,...n

Das Matrixelement c;; ergibt sich also aus dem Skalarprodukt der i-ten Zeile von B mit der j-ten Spalte
von A.

Satz 3.2.2
Das Matrixprodukt ist assoziativ, d.h. fiir drei Matrizen A, B, C gilt:

C(BA) = (CB)A

sofern die entsprechenden Matrixprodukte definiert sind.

3.3 Lineare Gleichungssysteme
In diesem Abschnitt lernen wir lineare Gleichungssysteme kennen. Wir werden sehen, wie ihre Losungsmenge

aussehen kann und wie man sie berechnet. Weiter lernen wir einen Algorithmus (Gauss-Algorithmus) kennen,
um allgemeine lineare Gleichungssysteme l6sen zu kénnen.
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3.3.1 Beispiele von linearen Gleichungssystemen

Besprechen wir der Einfachheit halber, drei einfache Beispiele von linearen Gleichungssystem mit nur zwei
Unbekannten (Variablen):

1)

Ein lineares Gleichungssystem sei gegeben durch:

2x1 + 322 =1,

(E1+£L'2:O.

Wie 16st man dieses Gleichungssystem? Es gibt mehrere Moglichkeiten. Eine Moglichkeit ist, wie folgt
vorzugehen:

e Wir losen die zweite Gleichung nach x5 auf: o = —x5.

e Das Resultat setzen wir in die erste Gleichung ein: 2z — 3z, = 1.

e Schliesslich 1osen wir die erste Gleichung nach x; auf: 1 = —1.
e Es bleibt noch, mit dem jetzt bekannten x; das xs auszurechnen: xo = —x; = —(—1) = 1.
Die Losung des linearen Gleichungssystems ist also (x1,22) = (—1,1). Diese Losung konnen wir als

Vektor in der reellen Zahlenebene R? interpretieren. Schreibt man némlich diese Losung als

= 1\ -1
o xTo o 1
so versteht man darunter einen Vektor (oder einen Punkt) im R2. Eine zweite Moglichkeit, um das Glei-

chungssystem zu 16sen, ist es die beiden Gleichung geschickt zu addieren, sodass eine Variable rausfillt:

e Wir addieren zur zweiten Gleichung —% mal die erste Gleichung und mit der erhaltenen Gleichung
ersetzen wir die zweite Gleichung:

2%1 + 3.%2 = ].,
1 1
0331 — 5.%2 = —5.

e In der zweiten Gleichung ist z; verschwunden und wir kénnen nach zo auflésen und erhalten zo = 1.

e Nun miissen wir in der ersten Gleichung zs einsetzen und daraus z; bestimmen (Riickwértseinsetzen):
2014+ 322 =221 +3-1=21+3=1 = 2r1=-2 = x =-1.

Die 2. Losungsvariante erscheint hier auf den ersten Blick etwas umsténdlicher. Bei komplizierteren
grosseren linearen Gleichungssystemen mit vielen Unbekannten und Gleichungen ist die 2. Methode
jedoch der ersten iiberlegen.

Als zweites Beispiel betrachten wir ein leicht abgewandeltes lineares Gleichungssystem, nédmlich
21’1 + 31’2 =1
2
-z +x9=0.
371 2

Wir benutzen als Losungsverfahren die 2. Methode des vorhergehenden Beispiels:
e Wir addieren zur 2. Gleichung —% mal die erste Gleichung und erhalten somit:
201+ 322 =1
1
0$1+0.’E2:7§
Wie erwartet sind wir dadurch z; in der 2. Gleichung losgeworden. Doch was ist passiert? Wir bekommen

eine 2. Gleichung, die unlosbar ist. Die linke Seite der Gleichung ist nédmlich 0, egal was wir fiir x; und

xo einsetzen. Die rechte Seite der 2. Gleichung ist aber f%. Das ist ein Widerspruch oder mit anderen

Worten, dieses lineare Gleichungssystem hat keine Losung.
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3.) Wir modifizieren das lineare Gleichungssystem nochmals leicht:

Wir benutzen das gleiche Verfahren wie im Beispiel zuvor:
e Addiere zur 2. Gleichung —% mal die erste Gleichung. Aber diesmal bekommen wir

2$1+3.’£2:1
0-214+0-22=0.

Diesmal sind beide Seiten der 2. Gleichung gleich 0, egal was wir fiir 7 oder xy einsetzen. Die 2.
Gleichung ist also kein Widerspruch, sie stimmt so oder so. Das heisst aber auch, dass sie uns keine
zusitzlichen Einschrinkungen fiir 1 und zo liefert.

e Setze aufgrund der 2. Gleichung zo = ¢, wobei ¢t € R eine beliebige reelle Zahl sein darf.

e Setzt man dies in die 1. Gleichung ein, erhilt man
3 1
201 +3t=1 = 2x1=1-3t = :—§t+§.

Die Losung des linearen Gleichungssystems ist also

3 1
(x1,$2):(7§t+§,t), tER
Dieses lineare Gleichungssystem hat also unendlich viele Losungen, den ¢t ist eine beliebige reelle Zahl.

Wenn wir die Losung noch in die Form

()= ()= () ()

umschreiben, dann sehen wir, dass es sich um die Parameterdarstellung einer Geraden im R? handelt. Alle
Punkte auf dieser Geraden sind Losungen des linearen Gleichungssystems (und das sind eben unendlich
viele).

Wir haben also anhand dreier einfacher Beispiele von linearen Gleichungssystemen gesehen, dass lineare
Gleichungssysteme genau eine, keine oder unendlich viele Losungen besitzen kénnen. Ein Losungsverfahren
fiir lineare Gleichungssysteme muss also auch untersuchen, ob das Gleichungssystem {iberhaupt losbar ist
und muss in jedem Fall die korrekte Losungsmenge des Gleichungssystems liefern. Wir stecken uns also die
folgenden Ziele:

1) Systematische Methode (Algorithmus)! finden, um ein allgemeines lineares Gleichungssystem mit m Glei-
chungen und n Unbekannten zu 16sen

2) Mit Hilfe dieser Methode herausfinden, welche Losungen (genau eine, keine oder unendliche viele) in
einem linearen Gleichungssystem unter welchen Bedingungen auftreten.

3.3.2 Allgemeine lineare Gleichungssysteme

Zuerst wollen wir eine kompakte Schreibweise fiir lineare Gleichungssysteme einfithren. Dazu verwenden
wir die Matrizen, die wir im vorhergehenden Abschnitt kennengelernt haben. Ein reelles (oder komplexes)
lineares Gleichungssystem besteht aus m linearen Gleichungen mit n Unbekannten x1,...,z, € K und hat
die folgende Gestalt:

a1121 + a19x2 + ... +ainxr, = b1
ag1T1 + aoos + ... + aspx, = bo
aAm1T1 + Gm2Z2+ ... + ApnTp= bma

1Das Wort “Algorithmus” stammt wie das Wort “Algebra” aus dem Arabischen. Das erkennt man an der arabischen Vorsilbe
Al. Algebra oder arabisch “al-gabr” bedeutet iibrigens “das Ergéinzen”. Im Wort Algorithmus dagegen steckt der Name eines
(aus dem Iran) stammenden Gelehrten, der Muhammed al-Chwarizmi hiess und ein Mathematik-Buch geschrieben hatte.
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wobei die reellen (komplexen) Zahlen a,;,b; € K, i =1,...,m, j = 1,...,n als Koeffizienten bezeichnet
werden. Mit Hilfe des Produktes von Matrizen mit Vektoren kann das lineare Gleichungssystem in Matrix-
schreibweise dargestellt werden. Sei A € K"™*™ die m x n-Matrix

a1 a2 - Qin

21 a2 - A2
A=

Am1 Am?2 e Amn

mit den Koeffizienten als Matrixeintréigen und b € K™ bezeichne den Vektor
b1

b= :
bm
der aus der rechten Seite des Gleichungssystem gebildet wird. Dann ldsst sich das lineare Gleichungssystem

schreiben als:
A-x=0.

Beispiel:
Das lineare Gleichungssystem

1 — 2209+ 314 =0
r1 — dxo + 8x3 + 924 =8
3To + Txy = —2

hat m = 3 Gleichungen und n = 4 Variablen. In kompakter Schreibweise lautet es

€1
Axr =0, r= "2 ert
3
T4
mit der 3 x 4-Matrix
1 -2 0 3
A=|1 -5 8 9] eR¥>*
0O 3 0 7
und dem Vektor
0
b=| 8 | eR?
-2

Nicht-Beispiele:
Zur Illustration seien hier noch einige Beispiele aufgefiihrt, bei denen es sich nicht um lineare Gleichungssy-
stem handelt:

1.)
3r1+22=0
2?4 as =1
ist kein lineares Gleichungssystem, da 3 und 23 nicht-lineare Terme sind.
2.) Ebenso ist

3r1+x129 =0

r1t+ae =1
ein nicht-lineares Gleichungssystem, aufgrund des darin vorkommenden Produktes xjxs.
3.) Schliesslich ist auch
3x1 4+ 29 =0

2x1 — €2 = =2

nicht-linear, da die Exponentialfunktion f(z) = e eine nicht-lineare Funktion ist.
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3.3.3 Gauss-Algorithmus

In diesem Abschnitt lernen wir mit dem sogenannten Gauss-Algorithmus ein systematisches Losungsverfahren
kennen, um jegliche lineare Gleichungssysteme zu l6sen, zumindest in der Theorie. In der Praxis, in der die
linearen Gleichungssystem riesengross werden konnen, muss man sich etwas noch Kliigeres einfallen lassen,
weil man Probleme mit der Rechenzeit und dem Speicherplatz bekommt.?

Um die Idee hinter dem Gauss-Algorithmus zu begreifen, starten wir wieder einmal mit einem Beispiel:

Beispiel:
Ein lineares Gleichungssystem sei gegeben durch:
2x1 + 6x9 + 223 =8
To + Ty = —4
721‘3 =10

Offensichtlich ist dieses lineare Gleichungssystem bereits in einer Form, in der es praktisch schon gelost ist.
Um dies noch klarer zu veraunschaulichen, schreiben wir es in folgende Form um:

Ty T2 T3 ‘

2 6 2|8
0 1 1| -4
0 0 -2]10

Oben haben wir die drei Variablen hingeschrieben, links steht die Matrix A des linearen Gleichungssystems
und rechts des senkrechten Strichs der Vektor b. Nun sehen wir, dass wir aus der 3. Zeile x3 ausrechnen
konnen. So geschehen, kénnen wir aus der 2. Zeile dann x5 berechnen und schliesslich aus der 1. Zeile das
1. Das nennt man das sogenannte Riickwértseinsetzen. Wir finden also z3 = —5 aus der 3. Zeile. Aus
der 2. Zeile folgt:

To+r3=-4 = .132:—4—373:—4—(—5):1

und aus der 1. Zeile
2r1 + 622 + 223 =8
= 2r7=8-06x2—223=8-6-1—2-(=5)=12
= x1 = 6.

Die Losung des linearen Gleichungssystems entspricht geometrisch einem Punkt im R3, als Vektor geschrie-
ben:

T 6
r= |z | = 1
I3 -5

Es ist also offensichtlich so, dass wenn ein lineares Gleichungssystem in Dreiecksform (genauer: in Zeilenstu-
fenform) vorliegt, wir dieses durch Riickwértseinsetzen 16sen kénnen. Wenn es uns gelingt, ein beliebiges linea-
res Gleichungssystem in diese Zeilenstufenform zu bringen, ohne dabei seine Losungsmenge zu dndern, dann
haben wir unser begehrtes Losungsverfahren gefunden. Und genau das ist die Idee des Gauss-Algorithmus.

Wir betrachten das allgemeine lineare Gleichungssystem A - x = b mit m Gleichungen und n Unbe-
kannten, wobei A € K™*" die m x n-Matrix der Koeffizienten und b € K" die rechte Seite des linearen
Gleichungssystems fest vorgegeben sind. Das Gauss-Eliminationsverfahren beruht auf folgenden drei erlaub-
ten Zeilenoperationen:

i) Zeilen (Gleichungen) diirfen vertauscht werden.
ii) Zeilen (Gleichungen) diirfen mit einem Skalar A € K\ {} multipliziert werden.

iii) Zeilen (Gleichungen) diirfen zueinander addiert werden.

Satz 3.3.1
Die drei erwiihnten Zeilenoperationen dndern die Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems nicht.

2Ein ganzes Teilgebiet der numerischen Mathematik (Numerik) beschiftigt sich ausschliesslich mit Lésungsverfahren fiir
lineare Gleichungssysteme.

40



Wir kénnen also an einem linearen Gleichungssystem alle von diesen drei Zeilenoperationen durchfiihren,
so oft wir wollen und in jeglichen Kombinationen — das lineare Gleichungssystem das dabei rauskommt, wird
immer noch die selbe Losungsmenge haben wie das Urspriingliche. Das Ziel des Gauss-Algorithmus ist es
jedoch, dass wir die Zeilenoperation so geschickt wéhlen, dass wir am Ende ein lineares Gleichungssystem in
der Zeilenstufenform bekommen.

Man beginnt, indem man fiir das lineare Gleichungssystem Ax = b die erweiterte Koeffizientenmatrix
aufstellt, die folgende Gestalt hat:

T .1:2 ce . xn ‘

a11 a2 -+ Qln b1
az1 G2 - G2n by
am1 Am2 tee Amn bm

Dann ist das Vorgehen beim Gauss-Eliminationsverfahren wiefolgt:
i) 1. Eliminationsschritt:

e Uberpriife, ob das Matrixelement a;; = 0. Wenn ja, vertausche die 1. Zeile mit einer Zeile k, fiir
die ax1 # 0. Es gibt immer eine solche Zeile, denn sonst ist das lineare Gleichungssystem gar nicht
von x; abhéngig und somit diirfte man diese Variable aus dem Gleichungssystem streichen.

e Es ist nun a;; # 0. Das ist das 1. Pivotelement® und wir machen ein Késtchen um diese Zahl.

Addiere —% mal die 1. Gleichung zu den Gleichungen j = 2,...,m. Nach diesem ersten Elimina-
tionsschritt hat man aus den Gleichungen j = 2,...,m die Variable x; eliminiert. Die erweiterte

Koeflizientenmatrix hat dann folgende Gestalt:

xl 1‘2 DY xn

a11 a2 -+ Qln b1
0 aga -+ Q2q bo
0 Ama  °  Qmn b

Unter dem 1. Pivotelement a1; stehen ausschliesslich Nullen.

ii) 2. Eliminationsschritt:

e Falls ags = 0, vertausche die 2. Zeile mit einer der Zeilen k = 3,...,m fiir die age # 0. Falls alle
ars =0 Vk =3,...,m, geht man zum nichsten Eliminationsschritt {iber.
e Falls ass # 0 wird es das 2. Pivotelement. Dann addiere —% zu den Gleichungen j = 3,...,m.
Die erweiterte Koeffizientenmatrix sieht nach dem 2. Eliminationsschritt wiefolgt aus:
a1 a12 A 5 ¥ b1
0 R P by
0 0 ass -+ Q3n b3
0 0  Gmsz - Gmn | bm-

ili) Dieser Prozess wird nun solange fortgefiihrt, bis man entweder bei der letzten Zeile angelangt ist oder
die Koeffizientenmatrix ab einer bestimmte Zeile nur noch Zeilen aufweist, die ausschliesslich Nullen
enthalten.

Das Endschema des Gauss-Eliminationsverfahrens ist die sogenannte Zeilenstufenform, die folgender-

3Das Pivot ist beim Fischen der Schwimmer, der an der Wasseroberfliche wackelt, wenn die Fische beissen.
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massen aussieht:

r1 X2 Tn,

* % e * c1
0 0 0 x .- * ca
0 .. . 0 * * c3
0 - e 0 * * cy
0 .. 0 * *

0 0 .o *

0 e 0 * cr
0 0 0 | e
0 ... i 0 .- 0 Cm

Das Zeichen * steht hier fiir irgendeine Zahl, die aber nicht null sein kann. Die Zeilen unterhalb des letz-
ten Pivotelements (unterhalb der r-ten Zeile), enthalten links nur noch Nullen. Diese Zeilen nennt man
Nullzeilen.

Beispiele:
1.) Gegeben sei das lineare Gleichungssystem

1 +x9+2x3=26
2$17$2+2$3:6
3r1 — 229 + x3 = 2.

Wir starten mit dem Schema

Ty T2 T3

1 1 116
2 -1 216
3 -2 1|2

i) 1. Eliminationsschritt: das 1. Pivotelement ist a;; = 1:

1 T2 T3
1 116
-1 2|6
3 -2 1|2

e Addiere zur 2. Zeile —Z—ﬁ = —2 mal die 1. Zeile:

1 116
0 1 0]2
3 -2 12

e Addiere zur 3. Zeile —Z—ﬂ = —3 mal die 1. Zeile:

T X9 I3 ‘

1] 1 1] 6

0 1 0 2
0 -5 —-2|-16
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Damit haben unter dem 1. Pivotelement lauter Nullen erzeugt, der 1. Eliminationsschritt ist durch-
gefiihrt.

ii) 2. Eliminationsschritt: das 2. Pivotelement ist ags = 1:

X1

6
0 0] 2
0 —5 —2|-16

e Addiere zur 3. Zeile — 232 = 5 mal die 2. Zeile:

a22

1
0o [1] o
0

Wir dividieren die 3. Zeile noch durch —2:

T
1] 1
o [1]
0 0

w N O

Nun hat es auch unter dem 2. Pivotelement nur noch Nullen, der 2. Eliminationsschritt ist beendet.

Damit liegt das lineare Gleichungssystem in der Zeilenstufenform vor. Die Unbekannten ergeben sich
nun ganz leicht durch das Riickwértseinsetzen startend mit der 3. Zeile. Diese liefert 3 = 3 Dann ergibt
sich aus der 2. Zeile sofort x5 = 2 und schliesslich bedeutet die 1. Zeile, dass

T1+ro+23=6 = 1=06—120—23=6—2-—-3=1.

Die Losung des linearen Gleichungssystem entspricht geometrisch einem Punkt im dreidimensionalen
Raum R? und kann als Vektor

1 1
=z | = |2
I3 3

geschrieben werden.
2.) Gegeben sei das lineare Gleichungssystem

1 — 2o+ 2x3 =06
201+ 3x9 +3x3 =95
21’1+8£L’2+2(E3 :2

Wir starten mit dem Schema
Ty T2 T3

1 -1 216
2 3 3|5
2 8 212

i) 1. Eliminationsschritt: das 1. Pivotelement ist a;; = 1:

e Addiere zur 2. Zeile f% = —2 mal die 1. Zeile:

Ty T2 X3

-1 2|6
0 5 -1|-7
2 8 2|2



e Addiere zur 3. Zeile —Z—ﬂ = —2 mal die 1. Zeile:

1 T2 I3

6
0 -7
0 —10

Damit haben unter dem 1. Pivotelement lauter Nullen erzeugt, der 1. Eliminationsschritt ist durch-
gefiihrt.

ii) 2. Eliminationsschritt: das 2. Pivotelement ist ass = 5:

I To I3 ‘

1] -1 2| 6
0o [5] 1| -7

0 10 -2]-10

e Addiere zur 3. Zeile —Z—;"z = —2 mal die 2. Zeile:

Nun hat es auch unter dem 2. Pivotelement nur noch Nullen, der 2. Eliminationsschritt ist beendet.

Wir sehen, dass wir hier in der Zeilenstufenform eine Nullzeile erhalten haben. Was es damit auf sich
hat, wollen wir gleich besprechen. Die letzte Zeile bedeutet ja, dass

0-214+0-204+0-2z3 =4.

Diese Gleichung enthiilt aber einen Widerspruch, denn ihre linke Seite ist immer gleich 0, egal was man
fiir z1, x2 und x3 wihlt. Die rechte Seite jedoch ist 4. Das bedeutet, dass dieses lineare Gleichungssystem
keine Losung hat.

3.) Gegeben sei das lineare Gleichungssystem

T1 — Ty + 223 =06
21‘1 +3£L‘2 +3(E3 =5
2x1 + 8xo + 213 = —2.

Wir starten mit dem Schema

1 -1 2] 6
2 3 315
2 8 2|2

e Addiere zur 2. Zeile —% = —2 mal die 1. Zeile:

Z1

6
0 -7
2 -2
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e Addiere zur 3. Zeile —Z—ﬂ = —2 mal die 1. Zeile:

T
L]

0
0

Zo I3

-7
—14

Damit haben unter dem 1. Pivotelement lauter Nullen erzeugt, der 1. Eliminationsschritt ist durch-
gefiihrt.

ii) 2. Eliminationsschritt: das 2. Pivotelement ist ass = 5:

I To I3 ‘

1] -1 2| 6
0 [5] -1| -7

0 10 -2|-14

e Addiere zur 3. Zeile —Z—;"z = —2 mal die 2. Zeile:

Nun hat es auch unter dem 2. Pivotelement nur noch Nullen, der 2. Eliminationsschritt ist beendet.

Wir sehen, dass wir wieder die Nullzeile erhalten haben, aber diesmal steht auch im Vektor ¢ rechts eine
0. Diese Nullzeile bedeutet nun, dass

0-z14+0-2240-23=0.

Diese Gleichung ist jedoch fiir beliebige x1, o und z3 erfiillt. Das heisst, das lineare Gleichungssystem
in diesem Beispiel hat, obwohl mit drei Gleichungen aufgestellt, eigentlich nur zwei unabhingige Glei-
chungen. Daher haben wir die Freiheit, eine Variable beliebig festzulegen. Das lineare Gleichungssystem
hat unendlich viele Losungen. Man wiihlt dafiir konventionellerweise immer die Variable (es kénnen auch
mehrere sein), in deren Spalte sich kein Pivotelement befindet. In diesem Beispiel ist das die Variable x3.
Wir setzen also x3 = t, wobei t € R eine beliebige reelle Zahl sein darf. Die anderen beiden Unbekannten
ergeben sich wie gewohnt durch Riickwértseinsetzen. Die 2. Zeile ergibt

7 1
bro —x3=—7 = Srg=—T+x3=-T+t = .IQ:—B—FELL.

Aus der 1. Zeile schliesslich erhalten wir:

T, — 2o+ 2x3 =06
7 1 23 9
= =6 — 23 =6— -+ -t —2t =" — "t
T = b e 575 5 5
Geometrisch bekommen wir als Losung des linearen Gleichungssystems eine Gerade im dreidimensionalen
Raum R3. Als Vektor geschrieben lautet die Losung

" 23 _ 9y 23 _9
1 5.5 5, 5
I3 t 1

In diesen drei Beispielen haben wir also dreimal den Gauss-Algorithmus durchgefiihrt, um die Gleichungssy-
steme auf Stufenform zu bringen. Beim anschliessenden Hinschreiben der Lésungsmenge haben wir wieder
festgestellt, dass die linearen Gleichungssysteme auch genau eine, keine oder unendlich viele Losungen haben
konnen. Die Losungsmenge von linearen Gleichungssystemen besprechen wir genauer im folgenden Abschnitt.
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3.3.4 Losungsmenge von linearen Gleichungssystemen

Wir gehen davon aus, dass das Gleichungssystem bereits als Endschema in Zeilenstufenform vorliegt. Bevor
wir besprechen, wie man daraus die Losungsmenge bestimmt, benotigen wir folgende Eigenschaften der
Zeilenstufenform einer Matrix:

Definition 3.3.2 (Rang)

Sei A € K™*" die Matrix auf der linken Seite eines linearen Gleichungssystems Az = b. Die Anzahl der
Pivotelemente in der Zeilenstufenform dieses linearen Gleichungssystems heisst Rang des linearen Glei-
chungssystems oder Rang der Matrix A und wird mit rang(A) bezeichnet.

Bemerkung;:

Die rechte Seite des linearen Gleichungssystems, also der Vektor b € K™ ist fiir den Rang nicht ausschlagge-
bend.

Satz 3.3.3
Sei A € K™*™ eine m x n-Matrix mit rang(A) = r. Dann gilt:

i) r ist gleich der Anzahl Zeilen in der Zeilenstufenform, die nicht Nullzeilen sind.
ii) 0 <7 < min(m,n)

ili) Die Zeilenstufenform hat n — r Spalten ohne Pivotelemente. Das lineare Gleichungssystem hat n — r
freie Variablen.

Beweis. 1) Links vom Pivotelement in einer Zeile hat es nur Nullen, d.h. wenn eine Zeile kein Pivotelement
hat, ist sie eine Nullzeile. Folglich hat jede Zeile, die keine Nullzeile ist, ein Pivotelement. Damit ist der
Rang gleich der Anzahl Zeilen, die nicht Nullzeilen sind.

ii) klar.

iii) Insgesamt sind es n Spalten und r davon enthalten ein Pivotelement. Folglich gibt es n —r Spalten ohne
Pivotelement. O

Das Bestimmen der Losungsmenge eines linearen Gleichungssystem besprechen wir anhand der folgenden
Schritt fiir Schritt Anleitung und behandeln danach zu jedem moglichen Fall ein Beispiel.

Vorgehen:
Zur Bestimmung der Losungsmenge des linearen Gleichungssystems, fithrt man folgende Schritte durch:

i) Bestimme den Rang des Gleichungssystem r := rang(A).
ii) Frage: Gibt es Nullzeilen?

1) nein < r = m. Das lineare Gleichungssystem hat (mindestens) eine Losung.
Frage: n —r =07
a) ja < r=n =m. Das Gleichungssystem hat genau eine Losung. Das Gleichungsystem hatte von
Anfang an gleich viele Gleichungen und Variablen.
b) nein < m = r < n. Das Gleichungssystem hat unendlich viele Losungen mit n—r freien Variablen.

n — r ist auch die Dimension des Losungsraums. Das Gleichungssystem hatte mehr Variablen als
Gleichungen.

2)jae 0<r<m.
Frage: Ist mindestens einer der Werte ¢, 41, ..., ¢, ungleich Null?

a) ja < das Gleichungssystem hat keine Losung. Die Nullzeile mit einem ¢; # 0 zeigt einen Wider-
spruch zwischen den Gleichungen.
b) nein < das Gleichungssystem hat (mindestens) eine Losung.
Frage: n —r =107
I) ja< r =n < m. Das Gleichungssystem hat genau eine Loésung. In diesem Fall hatte das
Gleichungssystem zwar mehr Gleichungen als Variablen. Die Nullzeilen besagen aber, dass
m — n Gleichungen “{iberfliissig” sind.

IT) nein & r < m < n. Das Gleichungssystem hat unendlich viele Losungen mit n — r frei-
en Variablen. n — r ist auch die Dimension des Losungsraums. In diesem Fall hatte das
Gleichungssystem anfangs gleich viele oder weniger Gleichungen als Variablen.
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iii) Die Losungsmenge - falls diese nicht-leer ist - bestimmt man durch Riickwiéirtseinsetzen beginnend mit
der Variablen des untersten Pivotelements.

Beispiele:

1)

i) Der Rang ist » = 3, denn wir haben drei Pivotelemente.

ii) Wir haben keine Nullzeile, es ist » = m = 3. Das lineare Gleichungssystem hat also (mindestens)
eine Losung.

ili) Die Anzahl der Variablen ist ebenfalls n = 3, also n —r = 0. Es gilt n = m = r = 3. Das lineare
Gleichungssystem hat genau eine Losung.

Dieses Beispiel entspricht also dem Fall 1)a). Dies ist der wohl geldufigste Fall. Die Losung bestimmt man
durch das Riickwértseinsetzen. Wir bekommen aus der 3. Zeile

T3 = 1,
aus der 2. Zeile
—3x9 + 83 = —1
= 3r3=—-1—-8xr3=-1-8:-1=-9
= 1o =23.

Schliesslich aus der 1. Zeile ergibt sich:
201 —x9 +3x3 =95
= 2x1=5422—-32x3=54+3-3-1=5

= I1:§.

Dies entspricht geometrisch einem Punkt im R3. Man kann die Losung auch als Vektor schreiben niimlich

I
xr = To =
Zs3

— oot

L1 L2 T3 T4 ‘

-1 3 —1]0
0 0 301
0 0 0 -3

i) Der Rang ist r = 3, denn wir haben drei Pivotelemente.

ii) Wir haben keine Nullzeile, es ist » = m = 3. Das lineare Gleichungssystem hat also (mindestens)
eine Losung.

iii) Die Anzahl der Variablen ist n = 4, also n —r = 1 > 0. Das lineare Gleichungssystem hat unendlich
viele Losungen mit einer freien Variablen.

Dieses Beispiel entspricht also dem Fall 1)b). Als freie Variable wihlen wir die Variable in der Spalte
ohne Pivotelement. Wir setzen also zo = t, t € R. Die restlichen Unbekannten ergeben sich durch
Riickwirtseinsetzen startend mit der 4. Zeile. Aus dieser folgt x4 = —3. Die 3. Zeile liefert

2034+ 34 =1 = 2333:1—31‘4:1—3'(—3):10 = x3=2>.

47



Schliesslich ergibt sich aus der 1. Zeile

201 —x9+3x3 — x4 =0
= 2y =x90—3w3+w4=1t—3-5—-3=¢t—18
1

Als Vektor geschrieben ist die Losung

) 1t—9 -9 :

_ xT9 _ t o 0 1

T = vy | T 5 =1 5 +1 NE teR
Ty -3 -3 0

3)
X T2 I3 |
1] -1 35
0 —8 |2
0 o [1]]2
0 0 0 |a
0 0 0|0

i) Der Rang ist r = 3, denn wir haben drei Pivotelemente.

ii) Wir haben zwei Nullzeile, es ist r = 3 < m = 5. Ob das lineare Gleichungssystem lésbar ist, hingt
nun vom Vektor auf der rechten Seite ab, hier konkret vom Wert des Parameters a. Ist a # 0 hat das
lineare Gleichungssystem keine Losung. Dies entspricht dem Fall 2)a) und wir haben nichts weiter
zu tun. Ist jedoch a = 0 bedeutet dies, dass das lineare Gleichungssystem (mindestens) eine Losung
hat und wir miissen mit der Diskussion fortfahren.

iii) Die Anzahl der Variablen ist n = 3, also n — r = 0. Das lineare Gleichungssystem hat genau eine
Losung.

Dieses Beispiel entspricht also dem Fall 2)b)I). Die Losung ergibt sich wieder durch das Riickwértseinsetzen.
Von der 3. Zeile ausgehend erhalten wir zuerst x3 = 2. Aus der 2. Zeile folgt
—3r04+8r3=—-1 = 3x3=248x3=24+8-2=18 = x5 =0.
Fehlt noch die 1. Zeile, welche uns x; berechnen lasst:
T4 — X9+ 3x3 =25
= x1=54+2x2—-323=54+6-3-2=5H
= 1 =2>5.
Die Losung ist ein Punkt im dreidimensionalen Raum R3, als Vektor geschrieben
X 5
Tr = To = 6
T3 2
4)

xTo T3 Ty ZIs
-1 3 -1 1 -2

0 [2] 3 3| -1

0 0 0 O 0

o|lo[m]8

i) Der Rang ist » = 2, denn wir haben zwei Pivotelemente.

ii) Wir haben eine Nullzeile, es ist 0 < r = 2 < m = 3. Der Wert auf der rechte Seite der Nullzeile c3

ist null. Das lineare Gleichungssystem hat also (mindestens) eine Losung.
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iii) Die Anzahl der Variablen ist grosser als der Rang n — r > 0. Das lineare Gleichungssystem hat
unendlich viele Losungen mit n — r = 3 freien Parametern.

Dieses Beispiel entspricht also dem Fall 2)b)II). Um die Losung hinzuschreiben, setzen wir die Variablen
in den Spalten ohne Pivotelemente als freie Parameter fest, d.h. wir wihlen

ro=71r, x4=s und xz5=t, 7r,s5,tER

Dann bestimmen wir die restlichen Variablen durch Riickwirtseinsetzen, beginnend mit z3 aus der 2.
Zeile:
2x3 + 3x4 — 325 = —1
= 2r3+3s—3t=-1
= 2rx3=-1-—-3s+3t

= L 3 + 3t
T3 =—=— =85+ —
T2 27 e
Fiir 21 erhélt man dann aus der 1. Zeile:
201 —x9 + 313 — x4 + x5 = —2

3 3,1
= 2x1—r+3(—8+t—>—s+t=—2

2 2 2
= 21 = 14— +11 Ht
Tr1 = 2 r 28 D)
1 1 11 11
= T1=—+zr+-—5——t

Als Vektor geschrieben bekommen wir

1 1 11 11 1 1 11 11

1 1 tartgs— gt —1 2 T Y

To T 0 1 0 0
z= |z | = —3—3s+%t =|-3|+r|0|+s|-2[+t] 3 |, rsteR

Ty S 0 0 1 0

5 t 0 0 0 1

Man kann das Resultat noch etwas schoéner schreiben, indem man die Briiche in den Vektoren bei r, s
und t los wird. Man erhélt:

1 -1 1 11 -11
X9 2 0 0
r=|x3| = —% +7r]0|+s|—6]+t 6 , rsteR
Ty 0 0 4 0
T 0 0 0 4

Geometrisch entspricht die Losung einem dreidimensionalen Unterraum des R5.

3.3.5 Homogene lineare Gleichungssysteme

Definition 3.3.4 (Homogene lineare Gleichungssysteme)
Ein lineares Gleichungssystem der Form Az = 0, wobei A € K"*" eine m x n-Matrix heisst homogones
lineares Gleichungssystem.

Satz 3.3.5
Sei A € K™*" eine m x n-Matrix. Ein homogenes lineares Gleichungssystem Az = 0 hat mindestens den
Nullvektor als Losung, das heisst:
=0 = Az =0
Korollar 3.3.6
Ein homogenes lineares Gleichungssystem hat mindestens eine Losung.

Da die rechte Seite (also der Vektor b) in einem homogenen linearen Gleichungssystem der Nullvektor
ist, muss man diese rechte Seite beim Durchfiihren des Gauss-Algorithmus nicht mitschleppen. Da der Null-
vektor in jedem Fall immer eine Losung eines homogenen linearen Gleichungssystems ist, kann ein solches
Gleichungssystem niemals keine Losung haben. Und noch mehr: wenn ein homogenes lineares Gleichungssy-
stem unendlich viele Losungen hat, dann muss diese Losungsmenge immer durch den Nullpunkt verlaufen.
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Bemerkungen:
e Die Losungsmenge des homogenen linearen Gleichungssystems Az = 0 ist die Menge der Vektoren
z € K", die auf den Nullvektor abgebildet werden. Diese Menge bezeichnet man als den Kern der
Matrix A, kurz: ker(A).

e Aufgrund der Aussage des Satzes 3.3.5 gilt immer 0 € ker(A).

Wie kann die Losungsmenge von homogenen linearen Gleichungssystemen aussehen, d.h. welche Fille
konnen eintreten? Es sind nur zwei Félle moglich:

1. rang(A) = n:
In diesem Fall gibt es genau eine Losung. Aufgrund von Satz 3.3.5 ist aber schon klar, dass diese
eindeutige Losung der Nullvektor sein muss. Es gilt also:

rang(A) =n < genau eine Losung x = 0
& ker(A) = {0}.
< dim (ker(A)) = 0.

Dieser Fall kann nur eintreten, wenn m > n. Betrachte dazu folgende Beispiele:

Beispiele:

i) Das Endschema eines homogenen linearen Gleichungssystems sei

Es sind drei Pivotelemente, der Rang ist also 3. Das homogene lineare Gleichungssystem hat
folglich genau eine Losung und diese ist notwendigerweise der Nullvektor. Man schreibt:

X1 0
x=|z2|=1(0 oder ker(A) = {0}.
T3 0

Man sieht, dass die Eintrédge im Endschema in diesem Fall gar keine Rolle spielen.

ii) Es konnen im Endschema auch noch Nullzeilen vorhanden sein, das &ndert nichts an der Situation:

2. 0 <rang(A) < n:
Setzen wir r := rang(A). Man erhélt n — r Spalten ohne Pivotelement und folglich hat man n — r freie
Parameter. Die Losungsmenge ist ein n — r-dimensionalen Unterraum von K”. Es gilt also:

0 <r <n < unendlich viele Losungen
< ker(A) ist n — r-dimensionaler Unterraum
< dim (ker(A)) =n —r.

Beispiele:
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i) Beim Endschema

ist der Rang » = 2 und damit erhalten wir unendlich viele Losungen mit n —r =3 -2 =1

freien Variablen. Wir setzen z3 = t und bekommen aus der 2. Zeile zo = —t. Die 1. Zeile ergibt:
x1 = —5xy = 5t. Die Losungsmenge ist eine Gerade im R? durch den Nullpunkt
T 5
r=|a ]| =|-1]t, teR
I3 1

ergibt Rang r = 1 und damit undendlich viele Losungen mit n —r = 3 — 1 = 2 freien Variablen.
Wir wahlen zo = s, x3 = t, wobei s,t € R beliebige reelle Zahlen sind. Dann erhalten wir

r1+ 29 —2x3=0 = x1=-2x9+1x3=—-25+1.

Dies entspricht geometrisch einer Ebene im R?, némlich

T —2s+t -2 1
r=|x2 | = s =s| 1 |+t|0], s teR
I3 t 0 1

Bemerkung;:
Wir stellen noch fest, dass fiir eine m x n-Matrix A € K™*" offenbar immer gilt, dass

dim (ker(A)) + rang(A) = n.

Diese Tatsache ist der sogenannte Rangsatz, den wir im Abschnitt 6.4 genauer kennenlernen werden (Satz 6.4.3).

3.4 LU-Zerlegung von Matrizen

3.4.1 Definition und Berechnung der LU-Zerlegung

Illustrationsbeispiel
Wir betrachten eine reelle 3 x 3-Matrix gegeben durch

A:

[ e
W = DN
== W

welche zum Beispiel die Koeffizientenmatrix eines linearen Gleichungssystem sein kénnte. Wenn wir nun den
Gauss-Algorithmus fiir diese Matrix A durchfiihren, dann ist bekanntlich der erste Eliminationsschritt

e 2. Zeile — 1-mal die 1. Zeile, was

ergibt.
e 3. Zeile — 3-mal die 1. Zeile fiihrt danach auf
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Ist es wohl moglich, dass man diesen Schritt auch durch eine Matrixmultiplikation beschreiben kann? Die
Antwort darauf ist tatséchlich Ja. Das Matrixprodukt

100 1 2 3 1 2 3

1 10 0 -1 -2)=1111

3 01 0 -3 -8 3 3 1
=:I, A

rekonstruiert ndmlich die urspriingliche Matrix A. Man beachte dabei, wie die Eintrége der Matrix L zustan-
de kommen. Man geht von der Einheitsmatrix aus, aber dann werden unterhalb der Hauptdiagonalen genau
die entsprechenden Werte eigetragen, mit welchen man die Pivotzeile multiplizieren musste beim Eliminati-
onsschritt. Das kann doch kein Zufall sein! Probieren wir doch dieses Prinzip auch beim 2. Eliminationsschritt
aus. Dieser lautet:

o 3. Zeile - 3-mal die 2. Zeile

—
und tatsachlich
1 00 1 2 3 1 2 3
1 1 0 0 -1 -2]=1111
3 3 1 0O 0 =2 3 3 1
=L =: A

Wir haben nun also mit Hilfe des Gauss-Algorithmus die urspriingliche Matrix A in ein Produkt von zwei
Faktoren L und U zerlegt, A = L-U, wobei die Matrix U unsere bekannte und schon lieb gewonnene Zeilen-
stufenform ist. Die Matrix L ist eine Matrix mit lauter Einsen auf der Hauptdiagonalen und alle Eintrage
oberhalb dieser Hauptdiagonalen sind Nullen. Eine solche Zerlegung bezeichnet man als LU-Zerlegung.
Die beiden Matrizen dieser Faktorisierung tragen nicht zuféllig die Buchstaben U und L, wie die folgende
Definition erkléirt.

Definition 3.4.1 (Dreicksmatrizen)

i) Eine obere Dreiecksmatrix ist eine n x n-Matrix U = (u;;), sodass u;; = 0, falls i > j.

ii) Eine untere Dreiecksmatrix ist eine n x n-Matrix L = (;;), sodass [;; = 0, falls ¢ < j.

iii) Sind bei einer oberen oder unteren Dreiecksmatrix zusiitzlich alle Elemente auf der Hauptdiagonalen
gleich 1, handelt es sich um eine unipotente (obere oder untere) Dreiecksmatrix.

iv) Eine Diagonalmatrix ist eine n x n-Matrix D = (d;;), sodass d;; = 0, falls ¢ # j.

Bemerkungen:

e Die Abkiirzungen U und L fiir obere und untere Dreicksmatrizen rithren von den englischen Begriffen
“Upper triangular” and “Lower triangular” her.

e Im deutschen Sprachraum wird eine obere Dreicksmatrix hiufiger als Rechtsdreiecksmatrix (und mit
dem Buchstaben R bezeichnet und eine untere Dreiecksmatrix wird Linksdreiecksmatrix (Buchstabe
L) genannt. Dementsprechend ist die LU-Zerlegung in deutschen Lehrbiichern auch hiufig unter dem
Namen LR-Zerlegung zu finden.

e Diagonalmatrizen sind besonders praktisch. Es handelt sich bei Diagonalmatrizen um einfache Streckun-
gen entlang den Koordinatenachsen. Die Zahlen auf der Diagonalen entsprechen den Streckungsfaktoren
der jeweiligen Achse. Wir werden uns in einem gesamten Kapitel (Kap. 7) damit beschiftigen, ob und
wie man eine beliebige Matrix auf eine Diagonalmatrix vereinfachen kann.

Beispiele:

i) Die Matrix

ist eine obere Dreiecksmatrix.

52



ii) Die Matrix

8 0 0
L=12 0 O
1 8 -1
ist eine untere Dreiecksmatrix.
iii) Die Matrix
1 2 2
R={(0 1
0 0 1
ist eine unipotente obere Dreicksmatrix.
iv) Die Matrix
1 00
D=0 3 0
0 0 1
ist eine Diagonalmatrix.
Definition 3.4.2 (LU-Faktorisierung)
Eine Zerlegung
A=L-U

einer Matrix A € K™*™ in eine obere Dreicksmatrix U und eine unipotente untere Dreiecksmatrix L heisst
LU-Faktorisierung (engl.: LU-decomposition).

Aufgabe
Erstellen Sie die LU-Zerlegung der Matrix
5 -3 =2
A=| 25 —-18 -13
-5 -3 =2

Losung

-3 =2
25 —-18 -—-13
-5 -3 =2

—

wobei wir die Eintridge von U in blau und die Eintrdge von L in rot markiert haben. Wir bekommen also

1 00 5 =3 -2
-3 4 1 0 O 4

Verallgemeinerung

Die LU-Zerlegung kann auch auf nicht quadratische Matrizen A € K™*" verallgemeinert werden. Die Matrix
L ist dann eine unipotente m x m-Matrix und die Matrix U € R™*™ ist eine Zeilenstufenform von A.
Schematisch sind das fiir eine 4 x 5-Matrix zum Beispiel wie folgt aus:

1 0 0 O ****
A:*IOO 0***
* % 1 0 OOO*
* % % 1 0O O O 0 O

3.4.2 Anwendung fiir die Losung von linearen Gleichungssystemen

Die LU-Zerlegung kann zur Losung von linearen Gleichungssystemen verwendet werden. Die Losung eines
allgemeinen linearen Gleichungssystems Az = b, A € K™*" b € K™, mit Hilfe der LU-Zerlegung erfolgt in
drei Schritten:

1) Bestimmung einer LU-Zerlegung der Matrix A = L-U
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2) Losung des linearen Gleichungssystems Ly = b nach y (durch sogenanntes Vorwértseinsetzen)

3) Losung des linearen Gleichungssystems Uz = y nach = (durch sogenanntes Riickwértseinsetzen)

Bemerkung:
Man kann ausrechnen, dass bei diesem Algorithmus zur Lésung eines linearen Gleichungssystems (A € R™*")

insgesamt

n3

?+n2—%*>(9(n3) (n — 00).

Rechenoperationen? benétigt werden. Der Rechenaufwand liegt vor allem in der LU-Zerlegung, der Aufwand
fiir das Vorwiirts- und Riickwiirtseinsetzen ist vernachldssigbar. Der Speicherplatz (vor allem fiir die Matrix
A) betriigt dabei natiirlich O(n?). In der Praxis kénnen durchaus lineare Gleichungssysteme mit n = 107
auftreten. Fiir derart grosse lineare Gleichungssysteme sind direkte Verfahren, wie das hier Beschriebene
ungeeignet und man verwendet meistens sogenannte iterative Verfahren.

Im folgenden Beispiel soll nun das beschriebene Verfahren explizit angewendet werden:
Beispiel
Wir mo6chten mit Hilfe der LU-Zerlegung das lineare Gleichungssystem

T1+ 229 +3x3 =1
l‘l+$2+$3:71
3r1 +3x2 +x3 =2

l6sen. Wir gehen vor nach dem soeben beschriebenen Algorithmus:

1) LU-Zerlegung: die Koeffizientenmatrix ist
1 2 3
A=1(1 1 1],
3 3 1

deren LU-Zerlegung wir ja bereits bestimmt hatten. Wir fithren sie hier jedoch noch einmal aus, wobei
wir mit den berechneten Elementen der Matrizen L und U gerade die Matrix A befiillen (in-place):

(1] 2 3
1 11 — —
3 3 1
1] 2 3
— 1 [ 2| —
3 -3 -8

In der letzten Matrix sind L und U verpackt dargestellt, wobei die roten Elemente zu L, die blauen
Elemente zu U gehéren.

2) Vorwértseinsetzen: wir 16sen nun das lineare Gleichungssystem Ly = b nach y auf, was durch Vorwértseinsetzen
moglich ist. Aus
W

4Man beriicksichtigt hier die elementaren Rechenoperationen, sogenannte floating point operations.
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3) Riickwiirtseinsetzen: zu guter Letzt 16sen wir das lineare Gleichungsystem Uz = y, was uns die endgiiltige
Losung « liefern wir durch Riickwértseinsetzen. Mit

Ty T2 533‘

1 2 3 1
0o -1 —-2|-2
0 0 -2| 5

folgt als Erstes x3 = —% und danach

7582:724*2133:77 = 1'2:7
11
X1 :1—3.1‘3—2332:—?

Die Losung des linearen Gleichungssystem ist also

-
[ o

oot

Es ist ratsam die gefundene Losung zu kontrollieren, indem man sie ins urspriingliche lineare Gleichungssy-
stem einsetzt. Wir rechnen nach,

3.4.3 LU-Zerlegung mit Zeilenvertauschungen

Illustrationsbeispiel
Wir mo6chten fiir die Matrix

—

Hier tritt nun der Fall ein, dass beim Gauss-Algorithmus eine Zeilenvertauschung notwendig wird. Es muss
némlich die 2. Zeile durch die 3. Zeile ersetzt werden, weil wir die Null nicht als Pivotelement wahlen diirfen.
Nach der Vertauschung erhalten wir

1 2 3
U=(0 3 6
0 0 —4
Die gleiche Vertauschung miissen wir natiirlich auch in der Matrix L vornehmen und erhalten
1 0 0
L=|-1 1 0
2 01
Wenn wir aber
1 00 1 2 3 1 2 3
L-U=|-1 10 03 6|]=-11 3
2 01 00 —4 2 4 2

berechnen, erhalten wir nicht A, sondern A inklusive der vorgenommenen Zeilenvertauschungen. Diese Zeilen-
vertauschungen konnen durch sogenannte Permutationsmatrizen beschrieben werden. Eine Vertauschung
von Zeile 2 und Zeile 3 wie in diesem Beispiel hat die Permutationsmatrix

1 00
Pys=10 0 1
01 0
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Die vollstéindige LU-Zerlegung inklusive der Zeilenvertauschungen (Pivotisierung) lautet, also P- A =L U,
wobei

100 1 2 3 1 00
P=Pys=(00 1|, U=(03 6|, wnd L=[-1 1 0
010 00 —4 2 0 1

Werden in einer Matrix A € K"*" ganz allgemein die Zeilen ¢ und j miteinander vertauscht, so ist die
zugehorige Permutationsmatrix

1 0 0 0

0 0 1 0
Pij = :

0 1 0 0

0 -+ 0 --- 0 --- 1

Die Matrix P;; ist im wesentlichen die Einheitsmatrix 1,, ausser in der i-ten und j-ten Zeile, wo die 1 in der
j-ten bzw. der i-ten Spalte steht.

Anwendung auf lineare Gleichungssysteme

Die Frage stellt sich nun, wie wir die einzelnen Schritte des Losungsverfahrens fiir lineare Gleichungssysteme
modifizieren miissen, wenn bei der LU-Zerlegung Zeilen vertauscht werden miissen. Wenn wir also das lineare
Gleichungssystem Az = b 16sen mochten, wobei wir uns wieder auf A € R™*™ beschrinken, dann erhalten
wir durch Multiplikation mit der Permutationsmatrix P von links die Gleichung

PAx = LUx = Pb

Daraus folgt sofort das verdnderte Losungsverfahren bei Zeilenvertauschungen. Die Zeilenvertauschungen
miissen ganz einfach auch auf die rechte Seite b € R™ angewendet werden:

1) LU-Zerlegung der Matrix A:
P-A=L-U

2) Vorwiértseinsetzen:
Ly=Pb =y

3) Riickwirtseinsetzen:

U=y ==

3.5 Lineare Ausgleichsrechnung

3.5.1 Einfiihrungsbeispiel: Regressionsgerade
Es seien N > 2 Punkte (z;|y;), ¢ = 1,... N gegeben durch welche eine Gerade
y=flx)=mz+q
gelegt werden soll. Die Punkte sollen also die N Gleichungen
yi=mz;+q,i=1,...,N

erfiillen. Es handelt sich dabei um ein lineares Gleichungssystem, fiir die beiden Unbekannten Parameter m
(Steigung der Geraden) und g (y-Achsenabschnitt) mit N Gleichungen. Wir schreiben das Gleichungssystem
in Matrix-Vektor-Schreibweise um. Wir erhalten die Az = b, wobei

Y1 1 1

Y2 9 1
e (m) bie R
q :

YN ry 1



Das lineare Gleichungssystem hat natiirlich in der Regel keine Loésung und es gilt in der Regel rang(A) = 2.
Das ist ja auch klar, weil normalerweise nicht alle N Punkte auf einer Geraden liegen konnen. Wir wollen
jedoch diejenige Gerade finden, die den gegebenen Punkten “mdoglichst nahe” kommt. Wir suchen also
denjenigen Vektor T € R?, welcher das Residuum

7]l == 16 — Az]]

minimiert. Bevor wir die Methode im Detail beschreiben, brauchen wir noch einige zusétzliche Begriffe der
Matrizenrechnung.

3.5.2 Transponierte Matrix und symmetrische Matrizen

Definition 3.5.1 (Transponierte Matrix)

Sei A = (az;) € K™*™ eine m x n-Matrix. Die zu A transponierte Matrix ist die Matrix A” = (a];) mit

Matrixelementen a;frj = aj;.

Die transponierte Matrix erhélt man also wenn man die Zeilen einer Matrix der Reihe nach in die Spalten
einer Matrix schreibt.

Beispiele:

)

(2 3 r_ (20
=G - G

51
B:(???) = B'=(01
2 1

3) Da das Transponieren aus einem Spaltenvektor ein Zeilenvektor macht, ergibt sich daraus eine neue
Schreibweise fiir das Skalarprodukt von zwei Vektoren z,y € R, namlich: (z,y) = 2Ty.

Lemma 3.5.2
Fiir das Transponieren von Matrizen gelten folgende Rechenregeln:

i) (A+B)T =AT + BT, VA,B c Kmx»

11

AT = AT VA c K™ )\ e K

111

ATYT = A VA, B € Kmxn

) (
) (
) (
iv) (AB)T = BT AT, vAc K™l BecK>*n

Beweis. Wir beweisen nur die letzte Eigenschaft:

iv) Seien A = (a;x) € K™ und B = (by;) € K*". Das Produkt der zwei Matrizen lautet in Komponenten:

l
AB=> apbyj, i=1,...m, j=1,...n.
k=1

Dann ist

l l l
T AT § : T T 2 : § :
B A = bjkaki = bkjaik = aikbkj =
k=1 k=1 k=1

T
l
:(Zajkbk,) =AB)", i=1,...m, j=1,...n.
k=1

Definition 3.5.3 (Adjungierte Matrix)
Sei A = (a;;) € K™*" eine m x n-Matrix. Die zu A adjungierte Matrix ist die Matrix A* = (a;;) mit den
Matrixelementen a;; = aj;.
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Die adjungierte Matrix bekommt man also, wenn man eine Matrix transponiert und alle Matrixelemente
auch noch komplex konjugiert.

Beispiele:

i)

ii)

5 1
5 0 2 . _
B<1 1 1> = B*=10 1

An diesem Beispiel sieht man, dass fiir reelle Matrizen die adjungierte und die transponierte Matrix
dasselbe ist.

Lemma 3.5.4
Fiir die adjungierte Matrix A* gilt:

i) (A+B)* = A*+ B*, VA BeKm™n
) AA* =2A*,  VYAeK™" AeK

i) (A)*=A VAeKmxn
) (AB)* = B*A*, A€ KmX! BeKxn

i
v

Definition 3.5.5 (Spur einer Matrix)
Sei A € K™*™ eine n x n-Matrix. Die Spur von A ist definiert durch

n
tI’(A) = Z Qs -
i=1
Die Spur ist also die Summe der Matrixelemente auf der Hauptdiagonalen.

Symmetrische und hermitesche/selbstadjungierte Matrizen

Definition 3.5.6 ((Anti-)Symmetrische Matrizen)
Eine reelle Matrix A € R™*"™ heisst:

i) symmetrisch, falls AT = A.
ii) anti-symmetrisch, falls AT = —A.

Satz 3.5.7
Eine anti-symmetrische Matrix ist spurfrei, d.h.

AT=-4A4 = tr(4)=0
Beweis. Eine antisymmetrische Matrix hat auf der Hauptdiagonalen nur Nullen als Eintriage. Daher ist klar,

dass ihre Spur verschwindet. O

Beispiele:

1) Die Matrix

-1 2 0
S=12 -1 2
0 2 -1
ist symmetrisch.
2) Die Matrix
0o -1 3
A= 1 0 -2
-3 2 0

ist antisymmetrisch.
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Definition 3.5.8 ((Anti-)Hermitesche Matrizen)
Eine Matrix A € K®*" heisst:

i) hermitesch oder selbstadjungiert, falls A* = A.
ii) anti-hermitesch oder anti-selbstadjungiert, falls A* = —A.

Satz 3.5.9
Eine selbstadjungierte Matrix hat eine reelle Spur.

Beweis. Die Elemente auf der Hauptdiagonalen einer hermiteschen Matrix miissen einen verschwindenden
Imaginérteil haben, sind also reell. O

Bemerkungen:
1) Reelle selbstadjungierte Matrizen A € R™*™ sind symmetrisch. Ebenso sind reelle anti-hermitesche Ma-
trizen antisymmetrisch.

2) Hermitesche Matrizen spielen eine enorme Rolle in der Quantenmechanik. In der Quantenmechanik wird
jede messbare physikalische Grosse durch eine hermitesche Matrix beschrieben.

Beispiele:
1) Die Matrix
-1 2-3
i = <2+3i V5 )
ist hermitesch. Die Elemente auf der Hauptdiagonalen sind reell.

2) Beriithmte hermitesche Matrizen sind die sogenannten Pauli-Matrizen

0 1 0 —i 10
=) »=( ) »=(0 5)

Sie beschreiben in der Physik den Eigendrehimpuls oder Spin von Elektronen.

Satz 3.5.10
i) Seien A € R™*™ und z € R", y € R™. Dann gilt:

(Az,y) = (z, ATy)
ii) Seien A € K™*™ und x € K", y € K™. Dann gilt:
(Az,y) = (z, A%y)

Beweis. Wir benutzen, dass man das Skalarprodukt als Matrixprodukt eines Zeilenvektors mit einem Spal-
tenvektor auffassen kann:

i) (Az,y) = (Az)"y = 2T ATy = (2, ATy).

i) (Az,y) = (Ax)Ty =T ATy = ETZTy =71 A*y = (z, A*y). O

Korollar 3.5.11
Fiir symmetrische Matrizen und hermitesche Matrizen gilt: (Az,y) = (x, Ay).

Beweis. Eine reelle Matrix A € R™*" ist symmetrisch, falls A = A7. Dann liefert Teil i) des der vorherge-

henden Satz sofort die Behauptung. Analog erfiillt eine hermitesche Matrix A € K"*" die Gleichung A = A*
und mit Teil ii) des vorhergehenden Satzes folgt wieder die Behauptung. O
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3.5.3 Normalengleichungen
Kehren wir nun zuriick zur Minimierung des Residuums
7]l = 116 — Az|.
Wir schreiben das Residuum nun wiefolgt um:
7] = (b— Az, b— Az) = (b, b) — 2(Az,b) + (Az, Az) = bTb — 2(Az)Tb + (Az)T (Az) =
= 2T AT Az — 22T AT+ b"b

Wenn diese Gleichung nach dem Vektor x abgeleitet wird und diese Ableitung gleich null gesetzt wird, erhilt
man die sogenannten Normalengleichungen, deren Losung uns den gewiinschten Vektor 7 liefern, welcher das
Residuum minimiert:

Satz 3.5.12
Ist ein lineares Gleichungssystem
Az =b, AeRNxn

iiberbestimmt (N > n) und hat keine Losung, dann liefert die Losung der Normalengleichungen
AT Az = ATy
denjenigen Vektor T als Loésung, welcher den quadratischen Fehler (Residuum)

2 —2 . 2
7> = 1 — Az||* = min [|b - Az]
zER™

Beispiele:

i) Gegeben seien die 5 Punkte (—2|1), (1]2), (2]4), (4]|3) und (5]|4). Wir suchen die sogenannte Regressi-
onsgerade, d.h. diejenige Gerade y = f(x) = mz + ¢, die sich den Daten optimal anpasst, indem die
quadratische Abweichung minimiert wird (“least squares”). Wir erhalten das lineare Gleichungssystem

yi=mx;+q-1, 1=1,...,5

also Az = b, wobei

9 1 1
11 2

A=|2 1|, v=[4], und x:(m>.
4 1 3 9
5 1 4

Das lineare Gleichungssystem Az = b ist iiberbestimmt und hat natiirlich keine Losung. Wir 16sen
stattdessen die Normalengleichungen

AT AT = ATb
nach 7 auf. Wir bekommen
-2 1
2 1 2 45 L1 50 10
AT A [ ™ _
C'_AA_<1 1 1 1 1) 2 1 _<10 5)
4 1
5 1
1
9 1 2 4 5\ |2 40
_ ATy [ T _
y_Ab_<1 111 1) ! _<14>
3
4

Die LU-Zerlegung von C' ergibt:

10 50 10
by 9)



Dann ergibt Vorwirtseinsetzen v; = 40 und vy = 14 — 22 = 6. Danach das Riickwiirtseinsetzen ¢ = 2

5
und m = % Damit ist also der gesuchte Vektor

die gesuchte Regressionsgerade

2 I
= —x
¥=3
Der Residuenvektor ist
1 -2 1 -1
2 (NN RPN
r=b—Arx=|4|—-1] 2 1 (g):B 6
3 4 1 -3
4 5 1 0
und das Residuum
-1
1|2 1 V50
Irl=1z] 6 [||[=vVI+4+36+9+0=-"——=V2
5 5 5
0

In Abb. 3.1 sind die 5 Punkte und die dazugehorige Regressionsgerade dargestellt. Die gegebenen Punkte
streuen sehr stark, weshalb das Residuum auch relativ gross herauskommt.

4.5 T T T T T T T T

35| - |

1.5 e R

Abbildung 3.1: Gegebene Punkte (rote Kreise) und die Regressionsgerade y = f(z) = 0.4 - = + 2 (blaue
Kurve).

ii) Beim Kugelstossen wurde die Flugbahn der Kugel eines Stosses mit Hilfe von Videoaufnahmen ausge-

messen. Die Messergebnisse sind in der Tabelle 3.1 aufgelistet.

1 1 2 3 4 ) 6
z; | O 4 8 12 16 20
yi | 21493639 | 637 | 488 | 1.91

Tabelle 3.1: Ausgemessene Flugbahn einer Kugel beim Kugelstossen, wobei z; die Distanz und y; die Hohe
der Kugel bei der entsprechenden Distanz beschreibt. Alle Angaben in Metern.
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Wenn wir den Luftwiderstand vernachléssigen, was beim Kugelstossen eine einigermassen verniinftige
Annahme ist, dann miisste sich die Kugel auf einer Parabelbahn

2
Y = ag+ a1x + azx

bewegen. Wir wollen nun diejenige Parabel finden, welche den quadratischen Fehler minimiert. Das
dazugehorige lineare Gleichungssystem A -z = b lautet

1z a3 Y1
1 zo x% ao Y2
1 x3 a3 a | = Y3
1 x4 xﬁ s Y4
1 x5 x% —— Ys
1 z6 m% =z Yo
————— ——
=:A =:b
also
1z a2 10 0 2
1 xy 23 1 4 16 4.93
1 xz3 x% 1 8 064 6.39
A: 5 = s b:
1 =y x3 1 12 144 6.37
1 x5 x% 1 16 256 4.88
1 6 :r% 1 20 400 1.91

Die zugehorigen Normalengleichungen fiir das lineare Ausgleichsproblem sind
AT Az = ATh
und wir erhalten

6 60 880
AT A=160 830 14’400
880 14’400 250'624

2
11 1 1 1 1 g'gg 26.48
ATb=10 4 8 12 16 20 6'37 = 263.6
0 16 64 144 256 400 ' 3'418.4

4.88

1.91

Die Losung des linearen Gleichungssystems ist

ap 1.999
z= a1 | = 09174
az —0.0461

und somit ist die gesuchte Parabel
y(x) = 1.9993 + 0.9174z — 0.04612> .
In Abb. 3.2 ist diese Parabel zusammen mit den Messpunkten dargestellt. Das Residuum betréigt

iibrigens
(| = [lb — Az = 0.0029.
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10 15 20

Abbildung 3.2: Gegebene Punkte (rote Kreise) der gemessenen Flugbahn der Kugel und die mit Hilfe der
linearen Ausgleichsrechnung bestimmte Parabel (blaue Kurve).

3.6 Determinante von Matrizen

3.6.1 Determinante von 2 x 2-Matrizen

Definition 3.6.1 (Determinante fiir 2 X 2-Matrizen)
Wir definieren die Determinante det(A) der Matrix

A= ailp a2 c K2x2
Q21 Qa22
bzw. die Determinante ihrer beider Spaltenvektoren
ay = ann und az = 2

a21 a22

durch
_ _ (@11 G12f
det(A) = det(aq,aq2) = = a11G92 — A12091.
az1 Q22

Wie kann man diese Determinante geometrisch interpretieren? Was ist det(A) ausgedriickt durch die
beiden Spalten von A, a; und as? Einen Hinweis liefert das folgende Beispiel:

Beispiel:
Betrachten wir die Matrix

Die Determinante ist
3

0 -2
Was konnte diese Zahl bedeuten? Wir stellen fest, dass die beiden Spaltenvektoren in M,

m=(5)

0
- 0

2 = _2 )
ein Rechteck mit Seitenlinge 3 und 2 aufspannen. Das heisst, der Betrag der Determinante gibt den

Flicheninhalt des von den Spaltenvektoren aufgespannten Rechtecks an. Uber die Bedeutung des Vorzei-
chens der Determinante machen wir uns spéter noch Gedanken.

det(M)_‘ ’_3-(—2)—0.0_—6.

Fiir beliebige 2 x 2-Matrizen erfiillt die Determinante die folgenden Eigenschaften:
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Satz 3.6.2
i) det(1y) = det(er,es) =1

ii) det : K2 x K2 — K ist eine sogenannte 2-Form, d.h.
e det ist bilinear:
det()\al,ag) = )\det(al,ag) = det(al, )\ag), Ve K,

det(al + bl,ag) = det(al,ag) + det(bl,ag), VYai,as,b; € K2
det(ay,as + by) = det(a1, az) + det(ay, by), Vai,as, by € K2

e det ist alternierend:
det(ay,as) = —det(ag, ay)

iii) Fiir a;,as € R? entspricht |det(A)| = |det(ay,az)| der Fliche des von a; und ap aufgespannten Paralle-
logramms.

Beweis. 1)
10

det(]lg) = ‘0 1

‘:1-1—0~O:1.

ii) Um diese Eigenschaften zu beweisen, muss man diese einfach nachrechnen.
iii) Die Fldche des von zwei beliebigen Vektoren a; und as aufgespannten Parallelogramms ist
F=h ”al H )

wobei h die Hohe des Parallelogramms ist. Diese Hohe kann aber durch den sin(y) des Zwischenwinkels
zwischen a; und as ausgedriickt werden,

h = [laz| sin(e).

Wir bekommen
F = lla1| flaz| sin(p) = [la1]| [laz|| v/1 — cos*(¢).

Fiir den Winkel zwischen zwei Vektoren a; und as jedoch kennen wir die Formel

ay - az

COS = -
)= T aa

Eingesetzt erhilt man fiir die Fliche des Parallelogramms schliesslich

aa) \/nau las|* = (a1 - as)

2
" Nl flaz)? s I laz]
= llaslP laall® = (o1 - a2)? = wa%l +a3y) (a2, + ads) — (11012 + a21022)° =

_ 2 2 2 .2 2 2 2 2 2 2 2 2 _
= \/‘1116‘12 + ajya35 + 31075 + 31035 — a7107, — 2011012021022 — A5,059 =

F = llax]|[|az]

S -
= \/anazz + a31a7y — 2011012021022 =

= \/(1111(122 - 012(121)2 = \(111022 - 012021| = |det (al,a2)|

Damit ist gezeigt, die Determinante entspricht der Fliche des Parallelogramms, welches von a; und as
aufgespannt wird. O

Bemerkungen:
1.) Achtung: aus der Eigenschaft ii folgt, dass

det(AA) = A2 det(A).
2.) Die Determinante von 2 x 2-Matrizen ist ein Mass dafiir, mit welchem Faktor eine Matrix eine bestimmte

Flidche skaliert. Matrizen mit Determinante 1 beschreiben also genau diejenigen Abbildungen, bei welchen
sich der Inhalt einer Fliche durch die Abbildung nicht &ndert.
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Weitere Beispiele:

1) Die Matrix
_ [cos(a) —sin(a)
~ \sin(a)  cos(a)
hat die Determinante
det(D) = cos*(a) + sin*(a) = 1.
Es handelt sich bei der Matrix D um eine Drehung im Gegenuhrzeigersinn mit Drehwinkel a. Und eine

Drehung dndert natiirlich den Fldcheninhalt nicht.

2) Was passiert nun, wenn wir die Matrix D vom vorherigen Beispiel mit der Matrix M vom letzten Beispiel
multiplizieren? Wir bekommen

N o= MD — (3 0 ) (cos(a) —sin(a)) _ <3cos(a) —3sin(a)> .

0 —2) \sin(a) cos(a) —2sin(a) —2cos(w)
Die Determinante ist dann nicht so iiberraschend

3cos(aw) —3sin(a)

= —6cos?(a) — 6sin®(a) = —6 (cos?(a sin?(a)) = —
—2sin(a) —2cos(a)| 6 () — 65in"(e) 6 (cos™ (@) + sin®(a)) 6

det(N) = ‘

Das heisst, es ist det(N) = det(M - D) = det(M) - det(D). Die Determinante eines Matrixproduktes, ist
das Produkt der beiden Determinanten.

3.6.2 Die Determinante von 3 x 3-Matrizen

Nun wollen wir die Determinante fiir 3 x 3-Matrizen analog zur Determinante von 2 x 2-Matrizen definieren.
Das heisst, der Betrag der Determinante einer 3 x 3-Matrix soll dem Volumeninhaltes entsprechen, welcher
von den drei (drei-dimensionalen) Spaltenvektoren aufgespannt wird.

Definition 3.6.3 (Determinante fiir 3 X 3-Matrizen)
Fiir eine 3 x 3-Matrix

a1l aiz2 ais

3x3

A= laa azxn a3 | K™
as; agz ass

gebildet aus den drei Spaltenvektoren

ai1 a12 a13
ayp = a21 ) az = a22 ) az = a23 )
as1 asz2 ass

definieren wir die Determinante

ai1  aiz2 a13
det(A) = |a21 Q92 Q23| = det(al,ag,a3) = (al X a2) - as.
a31 as2 ass

Analog zum zweidimensionalen Fall gilt fiir die Determinante der Satz:

Satz 3.6.4
i) det(13) = det(er,e2,€3) = 1.

ii) det : K? x K2 x K® — K ist eine sogenannte 3-Form (trilinear und alternierend).

iii) Fiir reelle a1, az, a3 € R? entspricht |det(ay, az,as)| dem Volumen des von a1, as und a3 aufgespannten
Spats.

Beweis. 1) Die Definition des Vektorproduktes liefert e; x es = e3. Deshalb ist

det (e1,ea,e3) = (e1 X e2) -e3 =e3-e3 = 1.

ii) Wir verzichten hier darauf, diese Eigenschaft zu beweisen.

iii) Diese Eigenschaften haben wir bereits im Abschnitt 2.3.4 behandelt. O
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Bemerkungen:

1)

Die Determinante einer 3 x 3-Matrix gebildet aus den Vektoren a, b und ¢ als Spalten

a1 bl Cc1 ay bl C1
A= a2 by co|, det(A)=|as b2 co|=(axb)-c
ag bz c3 a3 by c3

entspricht also dem Spatprodukt von a, b und c. Die lineare Abbildung, die durch die Matrix A beschrie-
ben wird, bildet den Wiirfel mit Volumen 1, der von den Einheitsvektoren ey, es und ez gebildet wird,
auf den Spat ab, der von a, b und ¢ aufgespannt wird. Die Determinante im 3-dimensionalen Fall misst
also, wie sich der Volumeninhalt durch eine lineare Abbildung skaliert.

Wir wollen uns an dieser Stelle noch kurz iiber die Bedeutung des Vorzeichens der Determinante Gedan-
ken machen. Betrachten wir dazu als Beispiel die Matrix

O:

o = O

10
0 0
0 1

Die zu dieser Matrix gehorende lineare Abbildung vertauscht einfach die erste und die zweite Koordinate
von Vektoren. Die Volumina von Koérpern werden dabei nicht verdndert. Die Abbildung bildet aber die
rechtshéndige Basis von Vektoren {61, €2, 63} auf die linkshéndiges Basis {61, €2, 63} ab. Es gilt:

det(O) = det (e2,e1,e3) = (ea X e1) -e3 = —eg - e3 = —1.

Das Vorzeichen der Determinante hat also ebenfalls eine geometrische Bedeutung. Positives Vorzeichen
bedeutet, dass die lineare Abbildung die Orientierung von Vektoren nicht &ndert. Bei einem negati-
ven Vorzeichen der Determinante werden rechtshéndige System in linkshéindige Systeme abgebildet und
umgekehrt. Eine rechtsdrehende Schraube wird zu einer linksdrehenden Schraube usw.

Regel von Sarrus

Sei A € K3*3 eine 3 x 3-Matrix. Fiir 3 x 3-Matrizen und nur fiir 3 x 3-Matrizen gibt es ein Schema (Regel
von Sarrus), um die Determinante zu berechnen. Diese Regel funktioniert folgendermassen:

+ + +
ail @12 ais a1 ai2
a21 a22 a23 a21 a22
a31 a32 a33 a31 a32

Die Anwendung der Regel von Sarrus liefert:

det(A) = (11022033 + 012023031 + G13021032 — 413022031 — 011023032 — 12021033

Beispiel:
Berechnen Sie die Determinante der Matrix

N
I
W N ot
o o
o 00 w

mit der Sarrus-Regel:

det(A) =5-2-0+4+0-8-3+2-(~1)-3-3-2-3—(—1)-8-5-2-0-0=—6— 18+ 40 = 16.
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3.6.3 Determinante von n x n-Matrizen

Die Determinante fiir beliebige Matrizen wird so definiert, dass die bekannten Eigenschaften aus den Sétzen
3.6.2 und 3.6.4 giiltig bleiben.

Definition 3.6.5 (Determinante fiir n X n-Matrizen)
Fiir eine n x n-Matrix A = (a1, as, ..., a,) bestehend aus den Spaltenvektoren a; definieren wir die Determi-
nante als Funktion det : K”*™ — K mit folgenden Eigenschaften:

i) Die Determinante ist normiert: det(1,) = 1.
i) Die Determinante ist multilinear:

det(ay,...,a; +a,...,a,) =det(ay,...,ai,...,a,) +det(as,...,a,...,a,), Va;acK"?
det(ay, ..., Aas, ... a,) = Adet(ay, ..., a5 ... a,) Va; €e K" VA €K

iii) Die Determinante ist alternierend:
det(a,...,a:,...,aj5,...,a,) = —det(ar,...,a5,...,a;,...,a,), Va; € K" Vi#je{l,...n}

Man kann beweisen, dass es nur eine einzige Abbildung gibt, welche die drei geforderten Eigenschaften
der Definition 3.6.5 erfiillen kann. Somit ist klar, dass es fiir quadratische Matrizen die Determinante auch
wirklich gibt. Wir kénnen sie aber fiir Matrizen mit mehr als drei Zeilen und Spalten noch nicht ausrechnen.?
Dafiir miissen wir zuerst ein Rezept finden. Ein erster Schritt ist der folgende Satz:

Satz 3.6.6 (Laplacescher Entwicklungssatz)
Fiir A € K=" gilt:

det(A) = Z(—l)“‘j -ai; - det(A4;;) (Entwicklung nach der j-ten Spalte),
i=1
det(A) = Z(—l)“‘j -a;; - det(A;;) (Entwicklung nach der i-ten Zeile)

<.
Il
—

wobei A;; die (n — 1) x (n — 1)-Untermatrix von A ist, die durch Streichen der i-ten Zeile und j-ten Spalte
entsteht.

Diese Entwicklung ist dann besonders einfach und schnell zu rechnen, falls die Matrix viele Nullen als Eintrége
hat (sogenannt diinnbesetze Matrizen).

Beispiel:
Wir berechnen nochmals die Determinante der Matrix
5 0 3
A=1(2 2 8},
3 -1 0
wir entwickeln nach der 3. Zeile:
det(A) = (1)3“.3.’0 3’+(1)3+2-(1)-‘5 3‘+(1)3+3.0.'5 0‘ =1-3-(=6)+(—1)-(—1)-34 =16

2 8 2 8

Eine direkte Folge des Entwicklungssatzes von Laplace ist die folgende Eigenschaft:

Satz 3.6.7
Die Determinante einer oberen, unteren Dreiecksmatrix oder einer Diagonalmatrix ist das Produkt ihrer
Diagonalelemente, d. h.

n
det(A) = H Akk = 411022 ** * Qpp-
k=1

5Die Tatsache, dass man die Existenz und Eindeutigkeit von etwas zwar beweisen kann, man aber trotzdem dieses Etwas
nicht ausrechnen kann, ist ein Ungemach, das in der Mathematik leider h&ufig vorkommt.
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Das bedeutet, wenn wir eine Matrix in eine Dreiecksform umwandeln kénnen, ohne dass wir dabei ihre
Determinante dndern, dann haben wir einen Algorithmus zur Berechnung der Determinante gefunden, weil
wir dann nur das Produkt der Diagonalelemente nehmen miissen. Wir kénnen ja bereits eine Matrix in eine
Dreiecksform (Zeilenstufenform) umwandeln, ndmlich durch die elementaren Zeilenoperationen, welche wir
beim Gauss-Algorithmus und der LU-Zerlegung kennengelernt haben. Aber dndern diese Operationen die
Determinante nicht? Tatséchlich ist aufgrund der Multilinearitétseigenschaft der Determinante (Def. 3.6.5)
klar, dass man elementare Spaltenoperation an einer Matrix ausfithren kann, ohne ihre Determinante zu
dndern. Wie sieht es mit elementaren Zeilenoperationen aus? Die Antwort liefert der folgende Satz:

Satz 3.6.8
Fiir A € K™*" gilt: det(AT) = det(A).

Aufgrund von Satz 3.6.8 ist klar, dass wir nicht nur elementare Spaltenoperationen, sondern auch Zei-
lenoperationen machen diirfen, ohne dabei die Determinante zu &ndern. Weiter halten wir noch fest, wie es
sich mit der Determinante eines Matrixproduktes verhélt:

Satz 3.6.9
Seien A, B € K™*". Dann gilt: det(AB) = det(A) det(B).

Die Eigenschaften aus aus der Definition der Determinante sowie die Satze 3.6.7, 3.6.8 und 3.6.9 liefern
schliesslich einen einfach durchzufithrenden Algorithmus fiir die Berechnung der Determinanten. Sei A €
K™*™ eine beliebige n x n-Matrix,

aix aiz - Qip

Q21 Q22 -+ A2p
A =

an1 an2 T Ann

Dann geht man fiir die Berechnung der Determinante von A wie folgt vor:

1) Man fiihre fiir A die LU-Zerlegung durch, wobei man

erhélt. Aus der LU-Zerlegung PA = LU folgt
det(P)det(A) = det(L) det(U).
Wegen Satz 3.6.7 ist det(L) = 1 und
det(U) = ﬁ A -
k=1

Fiir die Determinante von U sind also nur die Pivotelemente von Belang. Doch was ist mit det(P)? Es
gilt stets det(P) = +1. Das Vorzeichen hingt von der Anzahl Zeilenvertauschungen ab. Es ist also bei
der LU-Zerlegung “Buch zu fithren”, wie oft Zeilen vertauscht werden.

2) Wurden bei der LU-Zerlegung i Vertauschungen von Zeilen vorgenommen, dann erhalten wir die Deter-
minante aus der Formel

det(A) = (=1)" det(U) = (=1)" ] - (3.1)
k=1

Schliesslich halten wir noch den folgenden wichtigen Zusammenhang zwischen der Determinante und dem
Rang einer Matrix fest.

Satz 3.6.10 )
Sei A € K™*", Es gilt die folgende Aquivalenz:

rang(A) =n < det(A)#0
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3.7 Die Inverse einer Matrix

3.7.1 Definition und Eigenschaften

Definition 3.7.1 (Regulire/Invertierbare Matrizen)
Sei A € K™*" eine n x n-Matrix.

i) A heisst regulér, falls rang(A) = n. Eine Matrix, welche nicht reguliir ist, heisst singulér.

ii) A heisst invertierbar, falls eine Matrix B € K"*" existiert, sodass B - A = 1,,. Die Matrix B heisst
dann die zu A inverse Matrix und man schreibt A=! := B.

Lemma 3.7.2
Sei A € K™*" invertierbar. Dann gilt:

i) Wenn A~! die inverse Matrix von A ist, dann gilt AA~! = A~'A = 1,. Das heisst, A und A~!
kommutieren.

ii) Die Inverse A~! ist eindeutig. Eine Matrix A kann nicht zwei verschiedene Inversen haben.
Beweis. 1) Der Beweis ist tatséichlich nicht ganz trivial. Wir starten mit
A=A-1,=A-(A1- A)=A4-471H.4
Die Gleichung ist equivalent zu
A-(A-A) A=0 = (1,-A-A7")-A=0,

wobei wir das Distributivgesetz verwendet haben. Weil aber rang(A) = n ist, kann das lineare Glei-
chungssystem der letzten Gleichung keine Losung haben. Daher muss

1,-A-A'=0 = A-A'=1,.

ii) Seien B € K™*™ und C € K"*™ zwei verschiedene Matrizen, welche beide invers zu A sind. Also:
BA=CA=1,.
Multiplikation mit B von rechts liefert

BA=CA
< BAB=CAB
<  B(AB)=C(A4B)
&< B1,=C1,
& B=C
wobei wir die Eigenschaft i) verwendet haben. Das heisst, es kann nur eine inverse Matrix geben, weil

wir bewiesen haben, dass wenn es zwei solche Matrizen gébe, sie dann automatisch gleich sein miissen.

O

Nun ist mal zumindest klar, dass fiir eine invertierbare Matrix A, ihre inverse Matrix A~! eindeutig ist
und es gilt dann
A7TA = A4 =1,

Was kann man darunter verstehen, wenn man die Matrix A € K"*™ — wie wir das in vorherigen Abschnitten
getan haben (siehe Abschnitt 3.2) — als Abbildung auffasst?
Die Matrix A ist eine Abbildung

A: K" — K"
r—y = Ax

Das Produkt A~'A ist die Hintereinanderschaltung der Abbildungen A~! nach A, also

—1
K* 4 K" ALK
r—y=Azx z=A"ly=A"1Az =1,z = .
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Das ist ganz genau gleich, wie fiir andere Funktionen mit ihren Umkehrfunktionen. Z.B. ist die Umkehrung
von sin der arcsin und es gilt:

arcsin (sin(x)) = z und sin ((arcsin(z)) = z
Ein weiteres Beispiel fiir eine Funktion mit ihrer Umkehrfunktion ist e* und In(z):

In(e”) == und e

Weiter halten wir fiir invertierbare Matrizen folgende Eigenschaften fest:

Satz 3.7.3
Sei A € K™*" invertierbar. Dann gilt:
) (A7 =4,

i) (A4)"'=14"1 vaeK
i) (A=) = (4"
iv) Seien A, B € K"*" beide invertierbar. Dann ist auch AB invertierbar und es gilt: (AB)~! = B71A~L.
Beweis. Wir beweisen hier die beiden letzten Eigenschaften:
iii)
1, =17 = (447" = (A" AT,
wobei wir iv) verwendet haben. Aus (A_l)T AT =1, folgt die Behauptung.

iv) Wenn A und B invertierbare Matrizen sind, dann kénnen wir A='4 = 1,, und BB~! = 1,, schreiben.
Gleichsetzen liefert dann A~'A = BB~!. Diese Gleichung multiplizieren wir zuerst von links mit B~*
und dann von rechts mit B. Dies ergibt nacheinander:

A"'A=BB!
= B 'A'A=pB"'BB™!
= B 'A'AB=B'BB™'B
= B l'A'AB=1,1,
= (B'A™Y)(AB)=1,.
Die letzte Gleichung besagt aber nichts anderes, als dass (AB)™' = B~1A~1, O
Welche Matrizen besitzen nun eine Inverse und welche nicht? Und wenn eine inverse Matrix existiert, wie

berechnet man diese? Diese Fragen wollen wir im néchsten Unterabschnitt angehen.

3.7.2 Berechnung der inversen Matrix (Gauss-Jordan-Algorithmus)

Wir nehmen eine gegebene quadratische Matrix A € K™*™ und versuchen ihre Inverse zu berechnen. Wir
suchen also eine Matrix B € K"*" sodass A- B = 1,,. In Komponenten ausgeschrieben lautet dies:

a1 a2 - Gin bir b2 -+ bin 10 -0
azi aza -c Qop bar baa -+ bop 0 1

: 0
an1 an2 e Ann bnl bn2 e bnn 0 e 0 1

Betrachten wir nun die Gleichungen, in denen die k-te Spalte von B vorkommt:

a11b1y + arobor + -+ arpbpr =0
a21b1 + agobor + -+ + agpbpr =0
ar1bik + apabog + - -+ apnbpr =1
anlblk + an2b2k + -+ annbnk =0.
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Dies ist ein lineares Gleichungssystem fiir die k-te Spalte (big,...,bnx) von B. Insgesamt haben wir also n
lineare Gleichungssysteme (mit je n Gleichungen) fiir die n Spalten von B zu ldsen. Dies kénnen wir mit
dem Gauss-Algorithmus in einem Schritt ausfithren. Wir fithren also den Gauss-Algorithmus an folgender
erweiterter Koeffizientenmatrix durch:

al]_ a12 ... aln 1 0 PR O
a1 Q22 - a2p, 0 1 .

0
ap1  QAp2 -+ Qpn 0o - 0 1

Bevor wir dies jedoch tun, iiberlegen wir uns, unter welchen Bedingungen diese n linearen Gleichungssysteme
eine eindeutige Losung haben. Nur in diesem Fall bekommen wir ndmlich eine eindeutige inverse Matrix B,
also nur dann ist die Matrix A wirklich invertierbar. Da es sich um lineare Gleichungssystem mit n Gleichun-
gen und n Unbekannten handelt, ist der Rang von A das dafiir entscheidende Kriterium. Ist rang(A4) = n
finden wir eine eindeutige Losung und sonst gibt es gar keine Losung. Wir schliessen daraus den folgenden
wichtigen Zusammenhang:

Satz 3.7.4
Sei A € K"™*". A ist genau dann invertierbar, wenn A regulér ist.

Definition 3.7.5 (Allgemeine lineare Gruppe)
Die Menge aller reguliren (also invertierbaren) Matrizen bezeichnet man als allgemeine lineare Gruppe
(General Linear Group):

GL(n,K) = {A e Kn<m

rang(A) = n}

Nun fahren wir mit der Berechnung der inversen Matrix fort. Nach dem gewdhnlichen Gauss-Algorithmus
hat das Gleichungssystem die Form:

G2 -+ ain bin bz o bi,
0 : 521 522 52n

0 --- 0 bt bna - bun
wobei wir die Pivotelemente auf 1 normiert haben. Jetzt konnten wir die Gleichungssysteme prinzipiell durch
Riickwirtseinsetzen 16sen. Der hier vorgestellte Gauss-Jordan Algorithmus geht jedoch folgendermassen wei-

ter: mit Hilfe von weiteren Zeilenoperationen werden auch die Elemente a@;; oberhalb der Pivotelemente auf
0 gebracht. Fiir diesen Prozess geht man wiefolgt vor:

i) Im 1. Schritt addiert man zur i-ten Zeile —a;, mal die n-te Zeile. Dies macht man fiir alle Zeilen
i=1,...,n— 1. Damit bekommen wir die Form

a -+ 0 bin bz - bin
0 bor by e+ bop
) . 0 . .

6 o0 B,.Ll

mit lauter Nullen oberhalb des untersten Pivotelements.

(=l

n2 °° bnn

ii) Im 2. Schritt verfahren wir gleich. Wir addieren —a;,,—1 mal die (n — 1)-te Zeile zur i-ten Zeile fiir
i=1,...,n — 2. Dies liefert uns die Nullen oberhalb des zweituntersten Pivotelement.

iii) Am Ende erhélt man dann eine Form der linearen Gleichungssysteme mit der Einheitsmatrix auf der

linken Seite:
0 0 [ by b - b

0 bor bap - bop
6 o0 b,;l b;ﬂ b’r.Ln

Die Matrix auf der rechten Seite ist die gesuchte Inverse A~1.
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Dieser Algorithmus zur Berechnung der Inversen wird als Gauss-Jordan Algorithmus bezeichnet. Er besteht
also vereinfacht gesagt darin, die Matrix A mittels Zeilenoperationen in die Einheitsmatrix ¥,, zu iiberfiihren,
wobei die rechte Seite aus der Einheitsmatrix in die gesuchte inverse Matrix A~! iiberfiihrt wird. Wir wollen
den Algorithmus anhand zweier Beispiele iiben:

Beispiele (zum Gauss-Jordan-Algorithmus):

i) Wir berechnen die Inverse der Matrix

)

Der erste Teil funktioniert wie der “normale” Gauss-Algorithmus mit dem Zusatz, dass man die Pivot-
Elemente auf 1 normiert:

Y

w

1 2 1

5, 0 — 5, 0
— 1 0 -3 5
Nun miissen wir auch oberhalb der Pivotelemente durch Zeilenoperationen Nullen erzeugen. In diesem
Beispiel geschieht das, indem man von der 1. Zeile 5/2 mal die 2. subtrahiert:

] 27 % o
0 2

0 i _2
, 29 29

_3 0 _3 5
29 29 29 29

Man bekommt also als inverse Matrix von A die Matrix

L (7 -2
,177
A 29(—3 5)'

Zur Kontrolle iiberpriifen wir unser erhaltenes Resultat:

1L /7 -2\(5 2 1 /29 0 10
-1 _— [ — = =
AT A=35 (—3 5 > <3 7> 29 <0 29) (o 1> L2

ii) Betrachte als weiteres Beispiel die 3 x 3-Matrix

oo
ol

0
0=|-1
0

o O =
= o O

Dies ist ein Beispiel fiir eine orthogonale Matrix, denn ihre Spalten sind paarweise senkrecht aufeinan-
der und haben ausserdem alle die Lénge 1. Der Gauss-Jordan-Algorithmus ist hier relativ einfach und
besteht nur aus einer Zeilenvertauschung und einer Vorzeichenénderung in einer Zeile:

0 1 0[1 0 0 —1 0 0[]0 1 0
-1.0 0[0 1 0 — 0 1 0/1 0 0
0 0 1/0 0 1 0 0 1/0 0 1
1] o ofo -1 0
— 0 [1] 0o]1 0 o0
0o o0 [1]|o 0o 1
Die Inverse ist also
0 -1 0
olt=|1 0 o],
0 0 1

was gerade der an der Hauptdiagonalen gespiegelten (=transponierten) Matrix O entspricht. Dass ist
immer (und nur) der Fall fiir orthogonale Matrizen.
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Bemerkungen:

e Die inverse Matrix kann zur Losung von linearen Gleichungssystemen verwendet werden. Ist ndmlich
A € K"™ und b € K™ ein Vektor. Dann hat das lineare Gleichungssystem Az = b genau eine Losung
und diese Losung ist dann gegeben durch z = A~ 'c. Es ist allerdings nicht zu empfehlen, lineare
Gleichungssysteme durch das Berechnen der inversen Matrix zu l6sen. Die Berechnung der Inversen ist
aufwendig und kann auch numerisch problematisch sein. In gewissen Féllen kann es aber sein, dass die
inverse Matrix schon bekannt ist.

e Fiir 2 x 2-Matrizen kann man relativ leicht die inverse Matrix direkt hinschreiben. Fiir
a b
= (e )

1 d b
A7l =
ad — be (C a )

fiir die inverse Matrix. Beim Term ad — bc handelt es sich um die Determinante der Matrix A , welche
fiir reguldre Matrizen niemals null ist.

erhalt man

Aufgaben:
Berechnen Sie von den folgenden Matrizen die Inverse, sofern die Matrizen regulér sind.
1. ; .
(%)
2.

Losungen zu den Aufgaben:

1. Wir verwenden den “Trick” fiir die Berechnung der Inversen von 2 x 2-Matrizen:

A71:3-5—(—11)~(—2) (g ;})113(; é>

1L/5 1\(3 -1 1 /(13 0 10
—1 = _ = _ _
A A‘13<2 3)(—2 5)‘13(0 13)‘(0 1)‘12

2. Wir fithren den Gauss-Jordan-Algorithmus durch:

Kontrolle:

1 2 1[1 0 0 1] 2 1[1 00

110010 — 0 -1 -1|/-1 10

10 1/0 01 0 -2 0 |-1 01

(1] 2 11 o0 o 1] 2 1]1 0 o
— 0 [1] 1 -1 0 — 0 [1] 11 -1 0
0 -2 0|-1 0 1 0 0 2|1 -2 1
1] 2 1)1 o o I 2 1I[1 0 O
— 0 [1] 1 {1 -1 0 —>010§0—%
o o [1]]L -1 1 00 1|5 -1 1
120%1—% 1 00[-3 1 3

— 0 10jg 0 -3 — 10%0—%
00 1|5 -1 3 00 1|3 -1 3
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Es folgt, dass

Kontrolle:
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Kapitel 4

Komplexe Zahlen und Funktionen

Komplexe Zahlen sind wie Sushi.
Sie schauen komisch aus, aber
man kommt auf den Geschmack.

Eugene Trubowitz

Im Abschnitt 1.2 haben wir die komplexen Zahlen C bereits kennengelernt. Wir haben sie als Eintréige in
Vektoren und Matrizen, sowie als Kérper in C-Vektorrdumen benutzt. Dazu geniigten uns die Grundrechen-
operationen + und -, sowie einige Begriffe wie die komplex Konjugierte und die geometrische Darstellung
von C als Gauss’sche Zahlenebene. In diesem Kapitel werden wir die komplexen Zahlen vertieft behandeln.
Wir mo6chten z.B. aus einer komplexen Zahl z € C auch Ausdriicke wie

1/n z

z e sin(z) In(z)

ausrechnen koénnen. Dies fithrt uns natiirlich dazu, auch den Funktionsbegriff auf C zu erweitern. Dadurch
wiederum werden wir zusédtzliche Beziige zwischen bekannten Funktionen herleiten konnen, die sich — be-
trachtet man nur die reellen Zahlen — nicht zeigen. Schliesslich werden wir auch einige Anwendungen der
komplexen Zahlen behandeln.

4.1 Exponentialform von komplexen Zahlen

4.1.1 Die Exponentialfunktion auf C

Definition 4.1.1 (Exponentialfunktion)
Fiir beliebiges z € C definieren wir die Exponentialfunktion durch:

exp:C—C

exp(z) := Z o
k=0 "

Die Eulersche Zahl e ist dann definiert durch

e :=exp(1).

Bemerkungen:
i) Die Definition 4.1.1 der Exponentialfunktion iiber eine (unendliche) Reihe macht natiirlich nur dann
Sinn, wenn die Reihe auch konvergent ist, d.h. die Summation muss einen endlichen Wert ergeben.
Die Konvergenz der Exponentialreihe zeigt man mit dem sogenannten Quotientenkriterium. Fiir die

Exponentialreihe,
oo o P
} : k 2 :
apz — *',
k=0 ’

gilt nédmlich
k!

1
(k+1)!  k+1
Daraus folgt, dass die Exponentialreihe fiir alle z € C konvergiert.

Ak+1
ag

-0<1 (k— o).
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ii) Eine Reihe der Form
o0
E akzk,
k=0

wobei (ai)ren, € C eine beliebige Zahlenfolge ist und z € C, nennt man eine Potenzreihe. Viele
Funktionen, darunter sehr wichtige wie z.B. eben die Exponentialfunktion, lassen sich auf ihrem Defini-
tionsbereich als Potenzreihe schreiben, also

f(z) = Z apz”.
k=0

Solche Funktionen nennt man analytisch. Insbesondere sind alle analytische Funktionen glatt.! Glatte
Funktionen wiederum sind natiirlich auch stetig.

iii) Was hat die so definierte Funktion exp mit “exponentiellem” Wachstum oder Zerfall zu tun? Von einem
exponentiellem Wachstum oder Zerfall spricht man, wenn die Anderungsrate einer Grosse (z.B. Geld
auf dem Konto, radioaktive Teilchen oder Anzahl Bakterien in einer Probe) proportional zur Anzahl
der Grosse selbst ist. Eine solche Funktion — nennen wir sie f(t) — erfiillt also die Gleichung

4

“H(t)=af(t), VteR

Dies ist eine Differentialgleichung, weil in der Gleichung die Ableitung der gesuchten Funktion vorkommt.
In der Tat ldsst sich leicht zeigen, dass die Exponentialfunktion diese Gleichung erfiillt. Das Ableiten
einer Potenzreihe ist ndmlich einfach, man darf Glied fiir Glied einzeln ableiten (Summenregel):

dt d 26 24

o 2 6 24 T

d d 2 3
[exp(t)] (1+t++—|—+...>:

t
=14+t+—+—+...=exp(t).

Etwas genauer:

k=0

Dies zeigt, dass die Ableitung der Exponentialfunktion wieder die Exponentialfunktion ist.

Aus der Definition der Eulerschen Zahl e wird nicht direkt klar, wie gross e eigentlich ist und auch nicht,
ob e rational oder irrational ist. Die Zahl e kann aber natiirlich mit der Potenzreihe ndherungsweise berechnet

werden: .
e=-exp(l) = Z
k=0

Aus der ndherungsweisen Berechnung darf man jedoch nicht schliessen, dass e rational ist. Dies kann man
nédmlich sogar widerlegen, was der folgende Satz zeigt:

Satz 4.1.2
Die Eulersche Zahl e ist irrational, also e ¢ Q.

| —

1 1 1 1
=14+14+-4+-4+ =4+ -—=+...~2.71828
! + +2+6+24+120+

o

Beweis. Sein € N, n > 2. Es gilt:

n

| | 1 > n! n!
nle = n! E i i E_FR' (4.1)
k=0 k=0

k=0 =

L«Glatt” heisst “unendlich oft differenzierbar”, glatte Funktionen kann man also beliebig oft ableiten. Die Menge der glatten
Funktionen wird mit dem Symbol C*° bezeichnet.
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Den Restterm R schitzen wir nun ab. Es gilt:

= nl = nl 1 1 1
k:Xn;rl k! ZZ:; n+0)! n+l (m+1D)n+2) (+1)(n+2)(n+3)
PN S S
n+1l (n+1)2 (n+1)3 n

<1,

wobei wir zuletzt die Formel fiir die geometrische Reihe verwendet haben. Somit haben wir nun gezeigt, dass
der Restterm R zwischen null und eins liegt, d.h. R ¢ Z. Der erste Term auf der rechten Seite von Gleichung
(4.1) dagegen ist ganzzahlig. Das heisst aber wiederum, dass nle nicht ganzzahlig sein kann. Und dies trifft
fiir jedes n > 2 zu. Da aber n! eine natiirliche Zahl ist folgt, dass e ¢ Q. e ist also irrational. O

Satz 4.1.3
Fiir beliebige z1, zo € C gilt:
exp(z1 + 22) = exp(21) exp(z2).

Bemerkung:
Es gibt noch eine weitere Schreibweise fiir die Exponentialfunktion. Diese Schreibweise basiert auf einem
Grenzwert und sei der Vollstandigkeit halber hier noch erwiahnt: Fiir beliebiges z € C gilt

exp(z) = lim (1+ E) .
n—oo n

Wir haben die Exponentialfunktion exp iiber eine unendliche Reihe definiert und die Eulersche Zahl ist

definiert durch exp(1). Die Exponentialfunktion exp(z) hat bekanntlich etwas mit der Potenz e” zu tun,

also mit der z-ten Potenz der Eulerschen Zahl e als Basis. Wo kommt denn diese Beziehung her? Den
Zusammenhang stellt folgender Satz her:

Satz 4.1.4
Fiir eine rationale Zahl r € Q gilt:

r

exp(r) =e

Bevor wird diese Identitdt beweisen, iiberlegen wir uns zuerst kurz, was die beiden Seiten der Gleichung
bedeuten. Die linke Seite ist die Exponentialreihe, also geméss 4.1.1 gegeben durch

k

o~ T
exp(r) = Z 7k
k=0

Die rechte Seite dagegen ist die Potenz e”, wobei r eine rationale Zahl ist. Eine rationale Zahl kann immer
als Bruch,

r==,
q

geschrieben werden, wobei p € Z eine ganze Zahl und q € N eine natiirliche Zahl ist. Somit ist klar, dass mit
der rechten Seite
e’ = VeP

gemeint ist. Beweisen wir nun also den obigen Satz:

Beweis. Zuerst beweist man den Satz fiir ausschliesslich ganzzahlige » € Z mit Hilfe von vollstdndiger
Induktion. Die Behauptung des Satzes ist sicher wahr fiir r = 1, denn

exp(l) = e = ¢!

(Induktionsbasis). Wenn nun die Behauptung fiir ein beliebiges r € Z richtig ist (Induktionsannahme), dann
gilt
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Das heisst die Behauptung stimmt dann auch fiir » + 1 und r — 1 (Induktionsschritt). Der Satz ist also fiir
r € 7Z bewiesen. Sei nun aber r = % mit p € Z und ¢q € N. So gilt aufgrund des soeben Bewiesenen:

(exp(r))? = exp(r)exp(r)---exp(r) =exp(r+r—+---+7r)

| ——
q Faktoren q Summanden
= exp (p+p+...+p) :exp(p):ep.
q 9 q

q Summanden

Da in der letzten Gleichung beide Seiten positiv sind, diirfen wir auf beiden Seiten die ¢g-te Wurzel ziehen:
exp(r) = (0)!/7 = v/t = ¢,
was den Satz auch fiir rationales r € Q beweist. O

Mit dem obigen Satz lidsst sich nun bereits exp(r) fiir rationale Zahlen r € Q ausrechnen, némlich iiber
die Potenz e”. Was ist nun aber e* fiir z ¢ Q, also z.B. eV2 oder sogar e'? Satz 4.1.4 legt es nahe, auch
fiir beliebige komplexe Zahlen z € C die Potenz e® mit der Exponentialreihe exp(z) zu identifizieren. Das
heisst, wihrend fiir z € Q die Gleichheit von e* und exp(z) erwiesen ist, definieren wir diese Gleichheit fiir
alle anderen z € C:

Definition 4.1.5
Fiir ein beliebiges z € C definieren wir e* := exp(z).

4.1.2 Die Eulersche Formel

Wir sind uns nun dariiber im Klaren, wie e* definiert ist, ndmlich iiber die Exponentialreihe. Das erklart
uns aber noch nicht, wie man den Real- und Imaginérteil von e* berechnen kénnte. Sei also z = s + it eine
beliebige komplexe Zahl. Dann ist

€Z _ 6s+it _ 686“.
Mit dem ersten Faktor e® haben wir keinerlei Probleme, dieser ist eine ganz normale Potenz mit einem reellen
Exponenten s und somit ist auch e® € R. Aber was ist mit ¢*? Der Berechnung von Real- und Imaginsrteil
dieses Ausdrucks wollen wir uns nun zuwenden.

Zuerst mochten wir einmal den Betrag von e

ausrechnen. Laut der Definition des Betrages ist
|eit{ = Veiteit,
Um die komplex konjugierte Zahl unter der Wurzel berechnen zu kénnen, halten wir zuerst folgendes fest:

0 k=0 k=0

k

8]

e? =exp(z) =

E\ p

Mg

=~
I
o

Somit erhalten wir fiir eine beliebige reelle Zahl ¢t € R:

|e”’ = Veitelt = \eiteit = \/eite—it = \/eit=it = /0 = /1 =1,

das heisst _
e’ =1, vt € R.

Die Zahl €%, deren Real- und Imaginirteil wir suchen, liegt also auf dem Einheitskreis in der komplexen
Ebene, also in der Menge

St= {z € (C‘ |z] = 1}.

Wenigstens dies wissen wir schon mal. Jetzt fehlt uns jedoch noch der Polarwinkel von e, also wo auf dem
Einheitskreis liegt ¢*? Die Antwort darauf liefert die berithmte Eulersche Formel:

Satz 4.1.6 (Eulersche Formel)

e’ = cos(t) + isin(t)
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Real- und Imaginirteil der komplexen Zahl e sind gegeben durch:

it 4 it

Re(e') = % = cos(t),
it —it

Im(e') = & 22,6 = sin(t).

oder anders ausgedriickt die komplexe Zahl e'* lautet in kartesischer Form:
e = cos(t) + isin(t).

Definition 4.1.7 (cis-Funktion)
Fiir eine reelle Zahl ¢t € R definieren wir die sogenannte cis-Funktion durch

cis: R — S!
cis(t) := e’ = cos(t) + isin(t)

Bemerkungen:
i) Der Name “cis” fiir diese Funktion ist eine Abkiirzung fiir “cosinus plus i mal sinus”.

ii) Die Abbildung cis bildet die reellen Zahlen R (stetig) auf den Einheitskreis ab S* in der komplexen
Ebene ab.

Hier miissen wir nun kurz innehalten und uns fragen, was die Eulerschen Formeln genau bedeuten. Wir
sind davon ausgegangen, dass wir Real- und Imaginirteil von e bestimmen wollen. Die Eulerschen For-
meln besagen, dass die gesuchten Real- und Imaginérteile die uns vertrauten Funktionen cos(t) und sin(t)
sind. Und das stellt sich auch wirklich so heraus. Es ist uns gelungen? iiber die komplexen Zahlen eine Ver-
bindung von der Exponentialfunktion zu den trigonometrischen Funktionen cos und sin herzustellen. Diese
Erkenntnis war im 18. Jahrhundert ziemlich revolutionér. Die Funktionen Cosinus und Sinus wurden lange
vor der Entdeckung der Exponentialfunktion in der Geometrie eingefiihrt. Bereits Archimedes kannte ein
mit den Additionstheoremen verwandtes Theorem. Die systematische Beziehung zwischen den trigonometri-
schen Funktionen einerseits und der Exponentialfunktion andererseits hat jedoch Leonhard Euler erstmals
systematisch beschrieben. Zur Erlduterung zitieren wir aus Eulers “Introductio in Analysin Infinitorum”:

Post logarithmos et quantitates exponentiales considerari debent arcus circulares eorumque sinus et cosi-
nus, quia non solum aliud quantitatum transcendentium genus constituunt, sed etiam ex ipsis logarithmis et
exponentialibus, quando imaginariis involvuntur, proveniunt, id quod infra clarius patebit.

Die Ubersetzung davon lautet wie folgt: “Neben den Logarithmen und exponentiellen Grossen miissen
Kreisbogen® und deren Sinus und Kosinus betrachtet werden. Dies nicht nur deshalb, weil sie (gemeint sind
hier Kosinus und Sinus) eine weitere Art von transzendenten Grossen darstellen, sondern auch - was weiter
unten klarer hervortreten wird - weil sie selbst aus logarithmischen und exponentiellen Grossen herriihren,
sobald diese Logarithmen und Exponentialfunktionen aus imaginiren Grossen gebildet werden.”

Beweis der Eulerschen Formel

Der Beweis der Eulerschen Gleichungen fillt leider nicht vom Himmel, weshalb wir uns hier begniigen, einige
Indizien zu sammeln, die cos als den Realteil und sin als den Imaginérteil von e entlarven. Wir fithren also
sozusagen einen Indizienbeweis. Fiir eine mathematisch stringente Beweisfiihrung verweise ich auf das Buch
Analysis 1 von Ch. Blatter (4. Auflage, Springer-Verlag, 1991) oder andere Standardwerke iiber Analysis.

1. Indiz:
Ein 1. Indiz gewinnen wir aus der Tatsache, dass
1= ‘e”|2 = |cos(t) + isin(t)|> = cos?(t) + sin?(t)
und das ist eine bereits bekannte Eigenschaft von cos und sin.
2. Indiz:

Ein 2. Indiz bekommen wir durch das Herleiten der Ableitungen von cos(t) und sin(t): Aus der Potenzrei-
henentwicklung von

X (it\k ; 2 <13 4 <15 6
it o (at)® it ot it t it t
€ *exp(lt)*kgo 7! 71+T75773!+I+75!7a+'“

2besser gesagt nicht uns, sondern dem Basler Mathematiker Leonhard Euler (1707-1783).
3Heute wiirde man sagen: Winkel im Bogenmass.
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erhéilt man nédmlich sogleich die Potenzreihen fiir den Sinus und den Cosinus:

o t2 t4 > X tQk
cos(t) = Re(e ):1—54—@4—...:;:0(—1) o

. t t3 t5 oo t2k+l
in(t) =Im(e®) =~ — = 4+ = =S (c)F
sin(t) =Im(e”) =7 =51+ 5 kZ:O( U T

Diese Potenzreihen kann man relativ leicht ableiten (Glied fiir Glied):

2t 4¢3 6t° 3 b .
cos'(t) = 0= G+ g~ g+ = - (t_?,!+5!) = ~sin(t),
32 5t 2t
1 / j— — —_ _ — P e e —
sin(t) =1 3!+5!+...—1 TR = cos(t).

Das sind aber genau die korrekten Ableitungen, die wir aus der Analyis fiir cos und sin kennen. Die beiden
eben erwiahnten Indizien sollten uns geniigen.
Wir wissen also jetzt, dass fiir ein beliebiges t € R

e’ = cos(t) + isin(t).

Andererseits ist auch klar, dass die Zahl e® einen Polarwinkel ¢ in der komplexen Ebene C besitzen muss
(siehe Abb. 4.1). Es gilt also auch ‘

et = cos(ip) + isin(p)
fiir einen bestimmten Polarwinkel ¢. Daraus folgern wir, dass ¢t und ¢ bis auf ein Vielfaches von 27 dasselbe
sein muss. Es muss also ein ganzzahliges k € Z geben, sodass

t=p+k-2m.
Im
i-
i
sin(p. ................ e
1 A7
COS(p]_Re

Abbildung 4.1: Komplexe Zahl auf dem Einheitskreis mit Realteil cos und Imaginérteil sin.

Beispiele:
i) e’ =cis(5) =cos (5) +isin(3) =0+i-1=4.
i) 2™ = cis(2m) = cos (27) +isin (2m) =1+ 0-i = 1.
iii) €™ = cis(m) = cos (7)+isin (1) = —1+0-i = —1. Diese Gleichung gilt als eine der schénsten Gleichungen
der ganzen Mathematik. Schreibt man sie noch etwas um, ndmlich so:

e +1=0

dann kommen alle wichtigen Zahlen der Mathematik, 0, 1, 7, e und ¢ darin vor. Wahrlich ein Hingucker!
iv) €% =cis(3F) = cos (3F) +isin (3F) =0+4i-(-1) = —i.

v) e7'% =cis(—%) =cos (—F) +isin (%) =0+i-(-1) = —i.
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4.1.3 Argument einer komplexen Zahl

Die letzten beiden Beispiele zeigen, dass die cis-Funktion auf dem ganzen Definitionsbereich R nicht eindeutig
(d.h. nicht injektiv) ist. Die zwei Zahlen —7/2 und 37 /2 werden von der Funktion cis auf den selben Punkt
auf dem Einheitskreis abgebildet. Halten wir also fest:

Satz 4.1.8

i) Die cis-Funktion efiillt: '
et=1 o t=k-2r, kecZ

ii) Die cis-Funktion ist periodisch mit der Periode 27, es gilt ndmlich
et=e* o t—s=k-21, keZ

Beweis.
i) Zu einem beliebigen ¢ € R kann immer ein ¢ €] — 7, 7] gefunden werden, sodass
t=Fk-2n+ ¢, fireink € Z.
Dann gilt:
it — pilk2mtp) _ (e2m)k ol — i
Wegen der Eigenschaft i) ist aber e = 1 nur fiir ein einziges ¢ €] — 7, 7], ndmlich ¢ = 0. Damit ist
auch ii) gezeigt.

ii) Die Periodizitét folgt aus: _ _ '
eft — s o 62(1575) =1,
und der Anwendung von i). O

Wenn wir die Umkehrung der cis-Funktion einfithren wollen, die sogenannte Argumentfunktion, miissen
wir zuerst den Definitionsbereich von cis so einschrinken, dass der Wertebereich von cis (der Einheitskreis)
nur einmal durchlaufen wird. Der vorherige Satz liefert uns den eingeschriankten Definitionsbereich fiir die
Umkehrung der Funktion cis. Da cis 27 periodisch ist, miissen wir den Definitionsbereich auf einen 27
grossen Ausschnitt einschrianken. Wir entscheiden uns fiir das halboffene Intervall | — 7, ). Die cis-Funktion
| — 7, m] — St ist dann bijektiv. Dann hat diese Funktion auch eine eindeutige Umkehrfunktion. Es ist die
Funktion, die einer komplexen Zahl z € S! auf dem Einheitskreis ihren Polarwinkel ¢ €] — 7, 7] zuordnet.
Diese Funktion nennt man die Argumentfunktion, und dieser Winkel in ] — 7, 7] heisst das Argument
von z. Dass man sich bei der Definition der Argumentfunktion fiir das Intervall | — 7, 7] als Wertebereich
entscheidet, ist eine Konvention, man kénnte auch [0, 27[ als Intervall nehmen. Die Entscheidung fiir | —
m,m] wird sich jedoch fiir die Definition des komplexen Logarithmus als niitzlich erweisen. Hier noch die
mathematisch prézise Definition der Argumentfunktion.

Definition 4.1.9 (Argumentfunktion)
Die Umkehrfunktion der cis-Funktion eingeschrinkt auf | — m, 7] heisst Argumentfunktion und ist also
definiert durch:

arg : S' —] — 7, 7]
e s arg(e') :=cis~(e') =t €] — 7, 7).

Die Argumentfunktion kann (stetig) auf die punktierte komplexe Ebene C* := C\ {0} erweitert werden,
indem man definiert:

arg : C* —] — m, 7]
2 +— arg(z) == cis™! <|z|> .

Beispiele:
i) arg(i) =
arg(l) =

) arg(l

iii) arg(— 2) =
) arg(—
) arg(

O M\ﬂ

arg(l —i) =

N:l
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4.1.4 Exponentialform von komplexen Zahlen

Satz 4.1.10
Eine komplexe Zahl
z=x+ iy =r(cos(p) + isin(p))

lasst sich in der Form
2 = pelethami keZ

schreiben wobei r = |z| der Betrag und ¢ = arg(z) das Argument der komplexen Zahl z sind.

Wir haben neben der kartesischen Schreibweise und der Polarform eine dritte Darstellung fiir komplexe
Zahlen gefunden, die sogenannte Exponentialform. Eine komplexe Zahl z € C lautet also in den drei

Schreibweisen
_ L s _ iptk-2mi
z= x+yi =r(cos(p)—+isin(p)) re

kartesisch Polarform Exponentialform

Beispiele:
Schreiben Sie die folgenden komplexen Zahlen in Exponentialform um:

i) 24 3i:
Es gilt:

124 3i| = /22 + 32 = V13,

arg(2 + 37) = arccos | — | = 0.983.
)

DO

und somit ist die Exponentialform

24 3i = /130983 k2w oo 7

ii) 8 —6::
Es gilt:

I8 — 6i] = /82 + 62 = v/100 = 10,

4
arg(8 — 6i) = — arccos (180> = —arccos (5> = —0.6435.

und somit ist die Exponentialform

8 _ 6'L — 106—0.6435-’L‘-i-k<27'ri7 k c Z

4.2 Komplexwertige Funktionen

Mit der Exponentialfunktion f(z) = exp(z) oder kurz f(z) = e* haben wir nun eine erste komplexe oder
komplexwertige Funktion kennengelernt, d.h. eine Funktion, welche als Funktionswert eine komplexe Zahl
zuriickgibt.

f:C—C
z=z+yi— w=u+vi=f(z)
Auch der Definitionsbereich sind die komplexen Zahlen C. Das heisst, die Exponentialfunktion einer komple-
xen Zahl ist im Allgemeinen wieder eine komplexe Zahl. Da jede komplexe Zahl aus Real- und Imaginérteil
besteht, also aus zwei reellen Zahlen, kénnen sowohl das Argument als auch der Funktionswert einer kom-

plexwertigen als Vektoren im R? aufgefasst werden. Man sollte also eine Funktion f : C — C genauso
graphisch darstellen konnen wie eine Funktion f : R? — R2. Aber wie macht man das?

exp:C—C

Eine sehr schone Moglichkeit, die beiden Plots fiir den Betrag | f(z)| und das Argument (Phase) arg (f(z))
in einen Plot reinzupacken, kann man dadurch erreichen, dass man den Betrag als Schattierung plottet und
das Argument als Regenbogenfarbe. Diese Moglichkeit ist ziemlich verbreitet und macht schéne Bildchen.

82



Abbildung 4.2: Phasenplot der komplexen Exponentialfunktion exp(z). |exp(z)| ist durch die Helligkeit dar-
gestellt (je heller, je grosser der Betrag).

4.3 Potenzen und Wurzeln von komplexen Zahlen

Mit Hilfe der Exponentialform einer komplexen Zahl ¢ € C kénnen wir nun auch die n-te Wurzel von ¢
berechnen. Betrachten wir also eine Gleichung der Form

2M=c
fiir ein beliebiges ¢ € C und vorerst einmal n € N. Diese Gleichung ist folgendermassen zu l6sen:

1) Schreibe ¢ in die Exponentialform um:
¢ = reletham keZ,
wobei r = |c| und ¢ = arg(c).

2) Die n-te Wurzel von ¢ € C sind dann die n verschiedenen komplexen Zahlen
. 1 , .y
2z, = (re™?tRm)m = Yreln TR k=0,1,...,n— 1.

3) Falls gewiinscht, wandle die Exponentialform um zuriick in die Polarform bzw. dann in die kartesische

Form:
2 2
szQ/;(cos((p—i-k‘W)—&-isin(w-l-kw)), k=0,1,....,n -1
n n n n

Bemerkungen:

e Man beachte, dass das Wurzelzeichen /r hier das normale reelle Wurzelzeichen ist, da r > 0. Dieses
ist immer eindeutig und enthélt keine Mehrdeutigkeiten.

e Es wird hier deutlich, dass die Gleichung 2" = ¢ ingesamt genau n komplexe Zahlen als Losungen
hat. Diese n Losungen haben alle denselben Betrag /r, und sie liegen deshalb auf einem Kreis um
den Nullpunkt mit Radius {/7. Ihre Polarwinkel unterscheiden sich jeweils um den Winkel 27/n. Das
heisst, die n Losungen bilden ein regulidres n-Eck in der komplexen Ebene C.

e Man legt fest, dass man unter n-ten Wurzel der komplexen Zahl ¢ die erste der n Losungen, also
20 = cn = Wretn

versteht. Dies ist auch der Wert, der z.B. in MATLAB bei der Eingabe von ¢'/" berechnet wird. Mit
dieser Festlegung wird das Resultat auch konsistent mit dem komplexen Logarithmus (siehe néichster
Abschnitt). Ausserdem ist somit auch die Potenzfunktion f(z) = 2" fiir beliebige rationale Zahlen
r € Q wohldefiniert.

Beispiele:

i) 22 =8—6i:
Dieses Beispiel haben wir in Abschnitt 1.2.2 schon einmal betrachtet. Mit der Exponentialform bekom-
men wir eine alternative Methode, um diese Gleichung zu 16sen. Wir schreiben die Zahl 8 — 6¢ zuerst in
die Exponentialform um:
8—6i=re?thM kel

wobei

r=|8—6i| = /82 + 62 = /100 = 10
und
. 8 4
p = arg (8 — 6i) = — arccos (10) = — arccos (5> ~ —0.6435.
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ii)

Die Exponentialform lautet also
8 — 6i ~~ 10670.6435-i+k427ri k c7.
Die Wurzel davon lésst sich durch die normalen Regeln der Potenzrechnung berechnen:

2 = 10e™ 08335 i ke mefo‘sms-wk-m, k=0,1.
Umgewandelt in die Polarform und die kartesische Form erhalten wir zwei komplexe Zahlen als Losungen
der Gleichung:
N RY 10e=932180 = /10 (cos((—0.3218) + i sin (—0.3218)) = 2.99995 — 1.000154, k=0,
V10e 703218147 — /10 (cos((m — 0.3218) + isin (7 — 0.3218)) = —2.99995 + 1.00015, k = 1.

Diese Losungsmethode ist sicher einfacher, als die in Abschnitt 1.2.2 mit dem reellen Gleichungssystem.
Ausserdem funktioniert diese Methode ja auch fiir die n-te Wurzel - sie ist also allgemeiner. Ein Nachteil
ist aber, dass es durch das Auswerten der arccos-Funktion zu Rundungsfehlern kommen kann, wie gerade
eben gesehen.

3
27 =-=8:
Wir wissen bereits, dass —2 eine Losung dieser Gleichung sein sollte, denn (—2)% = —8. Da wir jedoch
ingesamt drei Losungen erwarten, fehlen uns noch zwei. Auch die reelle Zahl —8 miissen wir dafiir in
die Exponentialform umschreiben. Dies ergibt

—8 =8 HR2M L7,
Wir bekommen also die drei Losungen
z = \:’/gei%Jrk'%w = Qei%Jrk'%w, k=0,1,2.
In Polar- bzw. kartesische Form umgewandelt, bekommen wir
2(cos(§)+isin(§))=1+\/§i k=0
z =14 2(cos(m) +isin (7)) = —2 k=1
2 (cos (3F) +isin (3)) =1—-V3i k=2

Zeichnet man diese drei Losungen in der komplexen Ebene ein, erhélt man ein gleichseitiges Dreieck mit
dem Nullpunkt als Schwerpunkt (siehe Abb. 4.3).

Abbildung 4.3: Die drei Losungen der Gleichung 22 = —8. (—8)1/3 ist die Ecke rechts oben.

Dies ist diese allgemein giiltige Tatsache, dass die n-ten Wurzeln einer komplexen Zahl ¢ € C liegen auf
einem reguliren (d.h. gleichseitigen) n-Eck mit dem Nullpunkt als Schwerpunkt. Man beachte, dass

(=8)5 = /8e'5 =1+/3i

und nicht —2, wie man vielleicht meinen kénnte.
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iii) 2% =4
Auch bei diesem Beispiel kennen wir bereits eine der drei Losungen, denn es gilt bekanntlich (—i)% =
—i%i = (—1)(—i) = 4. Eine Losung ist also z = —i. Welches sind die anderen beiden? Wiederum schreiben

wir die komplexe Zahl auf der rechten Seite der Gleichung in Exponentialform
i=1-e3tR2m ke,

Dann nehmen wir die 3-te Wurzel davon:

(ez‘g+k-2m)1/3 —ETRFL L7

z =

In Polarform und kartesischer Form erhalten wir daraus:

e~ %:cos(—g)—i—isin( g): k=-1,
z= 61%2005(%)—&—2'5111() ?—i—%z k=0,
el :cos(%”)Jrz'sm(5 ):7—3+%i k=1.

Stellt man die drei Losungen in der komplexen Ebene graphisch dar, erhalten wir wieder ein gleichseitiges
Dreieck in der komplexen Ebene

Abbildung 4.4: Die drei Losungen der Gleichung 2% = 7. i'/3 entspricht der Ecke rechts oben.

Man beachte:

.
ol
I

S
w
DN =

_|_

4.4 Anwendungen von komplexen Zahlen

4.4.1 Schwingungen

Als eine erste Anwendung fiir das Rechnen mit komplexen Zahlen betrachen wir eine einfache mechanische
Schwingung. Ein Koérper der Masse m héangt an einer Feder und gleitet dabei iiber eine ebene Tischfliche. Wir
wollen die Bewegung des Korpers beschreiben, wenn er zum Zeitpunkt ¢ = 0 um eine Distanz x( ausgelenkt
wird und mit einer Anfangsgeschwindigkeit von vy angestossen wird. Gesucht ist Position x(¢) des Korpers
zu einem beliebigen Zeitpunkt t. Aus der Physik wissen wir, dass Geschwindigkeit und Beschleunigung des
Korpers die Ableitungen von z(t) nach der Zeit sind:

dx

Geschwindigkeit: v(t) = E(t) = (t),
. d*x "
Beschleunigung: a(t) = W(t) = &(t).

Weiter besagt das zweite Newtonsche Gesetz, dass die resultierende Kraft auf den Korper proportional zu
seiner Beschleunigung ist, genauer:
ma(t) = Fres(t).
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Unter der resultierenden Kraft verstehen wir die Summe aller Krifte, die auf den Kérper wirken. In der hier
besprochenen Situation sind es deren zwei:

1. Die Federkraft Fp, die fiir kleine Auslenkungen durch das Hooksche Gesetz
Fp(t) = —kx(t)
gegeben ist, wobei k die sogenannte Federkonstante der Feder ist.

2. Eine Reibungskraft Fr, die wir hier beriicksichtigen wollen. Wir treffen hier die Annahme, dass diese
proportional zur Geschwindigkeit des Korpers ist, also

Fr(t) = —di(),

wobei d Dampfungskonstante genannt wird. Diese wére z.B. ein ndherungsweise Beschreibung fiir einen
Stossddmpfer.

Wir bekommen also eine Gleichung fiir z(t):
ma(t) = mi(t) = Freoq) = Fr(t) + Fr(t) = —kx(t) — di(t).

Die Masse m, die Federkonstante k£ und die Dampfungskonstante d setzen wir als bekannt voraus. Schreibt
man alle Terme auf die linke Seite erhélt man

mi(t) + di(t) + kz(t) = 0.

Dies ist eine lineare Differentialgleichung 2. Ordnung. “Linear” bedeutet, dass keine Potenzen oder
Funktionen von z(t) in der Gleichung vorkommen. “2. Ordnung” bedeutet, dass héchste vorkommende
Ableitung eine zweifache Ableitung ist. Man kann mathematisch zeigen, dass zusammen mit den gewéhlten
Anfangsbedingungen fiir die Auslenkung xg und der Anfangsgeschwindigkeit vy zum Zeitpunkt ¢ = 0, eine
solche Gleichung eine eindeutige Losung besitzt. Das gesamte Problem inklusive der Anfangsbedingungen
ist ein sogenanntes Anfangswertproblem (AWP):

Lineare Differentialgleichung 2. Ordnung ma(t) + di(t) + kx(t) = 0, (4.2a)

Anfangsbedingungen: {x(()) = X,

HO) (4.2b)

Wir wollen nun dieses AWP 16sen und werden dabei feststellen, dass die komplexen Zahlen bei der Losung sol-
cher Gleichungen typischerweise auftreten. Wir starten damit, den folgenden Ansatz fiir die Losungsfunktion
2(t) anzunehmen:

z(t) = e,

Einen Ansatz in der Form einer Exponentialfunktion wahlt man fiir simtliche linearen Differentialgleichun-
gen, egal welche Ordnung sie aufweisen. Von diesem Ansatz kénnen wir sofort die ersten beiden Ableitungen
berechnen:

i(t) = XeM,
i(t) = N2,
Dies setzen wir nun in die Differentialgleichung ein und bekommen:
mA2x(t) + dhz(t) + kx(t) = 0.

In der letzten Gleichung kénnen wir jedoch durch die gesuchte Funktion z(¢) dividieren. Es ergibt sich eine
quadratische Gleichung fiir A:
mA +d\+k=0.

Die linke Seite der Gleichung nennt man das charakteristische Polynom des AWPs. Mit der Auflsungsformel
fiir quadratische Gleichungen findet man

—d =+ — dmk d [/ d\° &k ov—
— —_ _ L — 2,2
Avz 2m 2m + <2m> m O£ YO
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wobei wir die Grossen

2
wo ::\/ﬁ und ¢ := 4
m 2m

eingefiihrt haben. Die Grossen wy (ungedéimpfte Kreisfrequenz) und § (Abklingkonstante) sind positive reelle
Zahlen. Es gibt keinen Grund, warum der Ausdruck unter der Wurzel nicht auch negativ werden konnte.
Wenn wir z.B. die Ddmpfung vernachlissigen, setzen wir § = 0. In diesem Fall bleibt unter der Wurzel
bloss —w¢ stehen und die Werte fiir A1 » werden offensichtlich imaginér. Analysieren wir also zuerst den Fall
schwacher Dampfung ¢ < wp, in dem die Nullstellen \; 5 imaginér sind:

Gedidmpfte Schwingung 0 < 0 < wp:
In diesem Fall sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms imaginér:

/ 1
)\172:—(5i 62—w3:—fiiw,
T

wobei wir den Imaginérteil als Kreisfrequenz

und den Realteil als Zeitkonstante

umgeschrieben haben. w ist die Kreisfrequenz der gedampften Schwingung und 7 die Zeitkonstante der
exponentiellen Dampfung, wie wir sogleich sehen werden. Die allgemeine Losung der Differentialgleichung
(4.2a) ist die Linearkombination

_t _t ot . .
z(t) = creMt + cpe™ = crem T e fepe e W = e (€™ + cpe” )

aus den Exponentialfunktionen mit beiden Nullstellen. ¢;, ¢ € C sind komplexe Zahlen die aus den An-
fangsbedingungen (4.2b) berechnet werden kénnen, was wir jetzt durchfiihren werden. Die 1. Ableitung von
2(t) nach der Zeit ist gegeben durch:
] —L /. iwt . —iwt | iwt —iwt
z(t)y=e"~ (zwcle — jweae ) — e T (cle )
T

+ coe s

damit sind die Position und die Geschwindigkeit zum Zeitpunkt ¢ = 0:
z(0) = ¢1 + ¢2 = o,
z(0) = iwey — iweg — % (c1 4+ ¢2) =vo =0,
wobei wir hier der Einfachheit halber nur den Fall betrachten, bei dem der Korper nicht angestossen wird

vg = 0. Dies ist ein lineares Gleichungssystem fiir ¢; und co, welches man wie gewohnt mit dem Gauss-
Algorithmus 16sen kann. Man muss nur beachten, dass es ein komplexes Gleichungssystem ist. Man erhélt

als Losungen:
1
1 = @ <1 + > )
2 wWwT

Zo 1 1
Ccy = — - .
279 T

Setzt man diese Zahlen in die allgemeine Losung ein, erhélt man schliesslich die geddmpfte Schwingung:

x(t) — 6—3 (Cleiwt JrCzefiwt) _ xoefﬁ [1 (eiwt + efiwt) + L

wt —iwt
2 pre G

¢ 1
= T 5 (wt — si t)| .
To€ cos (wt) + - sin(w )]

Die hier erhaltene Losung x(¢) fiir die geddmpfte Schwingung des Kérpers ist in der Abbildung 4.5 dargestellt.
Die Schwingung wird durch den exponentiellen Vorfaktor geddmpft. Der Ausdruck in der Klammer beschreibt
die Schwingung. Die Kreisfrequenz dieser Schwingung ist w.
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x(t)

X0

Abbildung 4.5: Beispiel einer geddmpften Schwingung (blau). Die Einhiillenden (Exponentialfunktionen)
sind in rot dargestellt. Sie sind gegeben durch die Funktionen i%”e‘t/ T.

Betrachten wir als Spezialfall der geddmpften Schwingung den ungeddmpften Fall, also setzen wir die
Déampfung 6 = 0.

Ungedéampfter Fall § = 0:
Die beiden Nullstellen des charakteristischen Polynoms sind in diesem Fall

)\1,2 = :l:in

und der Realteil verschwindet, was 7 — oo fiir die Zeitkonstante bedeutet. Die allgemeine Losung ist wie-
derum die Linearkombination

x(t) = creMt 4 coe™t = ¢ ™0t 4 ppeT w0t
Die komplexen Zahlen ¢; und cs findet man wieder mit den Anfangsbedingungen:

z(0) = ¢1 + ¢2 = xp,

.13(0) = incl - iwocg = 70.

Diesmal bekommen wir als Losungen fiir ¢; und ¢y die komplexen Zahlen:
1 V)
L= 3 (3?0 + 0) )
2 iwg

1 Vo
co=-|x0—— ).
272\ il

Damit ist die Losung des AWP (4.2) gefunden:

Zo

(eiwgt + efiwot) 4 Vo (eiwot _ e*’int) _
2

z(t) = c1e™°" + cge” 0! = -
21w

= zg cos (wot) + 0 sin (wot) .
wo

Die Losung ist eine (ungeddmpfte) harmonische Schwingung (siehe Abb. 4.6).
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x(t)

X0

T/2 T 2T

Abbildung 4.6: Ungeddampfte Schwingung. Es handelt sich um eine Sinusfunktion mit Kreisfrequenz wg. In
diesem Beispiel wird der Korper mit vy < 0 angeschoben. Deshalb ist die Amplitude der Schwingung grosser
als x¢ und die Funktion ist phasenverschoben.

Man beachte, dass die Frequenz der ungeddmpften Schwingung wg > w leicht grosser ist, als diejenige
der gedmpften Schwinung. Betrachten wir zur Illustration noch den Spezialfall vy = 0, bei dem der Korper
nur um g ausgelenkt, aber nicht angestossen wird. In diesem Fall ist die Lésung einfach

x(t) = xo cos (wot) .

wy ist also die Kreisfrequenz der Schwingung und z deren Amplitude. Den gleichen Ausdruck fiir z(¢) hétten
wir auch bekommen, indem wir im z(t) der geddmpften Schwingung den Grenzwert 7 — oo genommen
hétten.

Uberkritische Dampfung (Kriechfall): § > wp:
Was aber passiert, wenn die Dampfung so gross ist, dass der Koérper gar nicht mehr schwingen kann? Dann
landen wir im Fall der tiberkritischen Dampfung. In diesem Fall bleiben die Nullstellen des charakteri-

stischen Polynoms reell:
/ 1
)\1722—5:& 62—00(2):—*:‘:%,
T

)82 w2
Ki=14/60% — w§

wobel wir eine weitere Grosse

definiert haben. k ist die sogenannte Kriechkonstante. Die allgemeine Loésung ist dann gegeben durch:
x(t) = cle(f%r“)t + 026(7%7“)’f —e 7 (cle”t + 0267’“)
Um die Zahlen ¢; und c¢o aus den Anfangsbedingungen zu bestimmen, 16sen wir das Gleichungssystem
z(0) = ¢1 + ¢o = xp,
z(0) = —% (c1 4 c2) + K (c1 —c2) =0,

wobei wir wiederum der Einfachheit halber vy = 0 annehmen. Wir bekommen die Lésungen
Xo 1
= — ]_ —_
AT ( + m’) ’
1
Cy = @ <1 - > )
2 KT

die diesmal ebenfalls reell werden. Eingesetzt in die allgemeine Losung ergibt sich damit

a(t) = e (ere™ +eae ™) =woe” " [1 (et + ™) + L

Kkt _ —kt —
2 oy (€7 =)

¢ 1
= T h (kt) + — sinh (kt) | .
zo€ cosh (kt) + —sin (k )}

Der Korper fiihrt hier gar keine Schwingung mehr aus, sondern “kriecht” langsam in seine Gleichgewichtslage
bei z = 0. Deshalb bezeichnet man diesen {iberkritisch geddmpften Fall auch als Kriechfall. Ein Beispiel
eines Kriechfalls ist in Abb. 4.7 dargestellt.
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x(t)

X0
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Abbildung 4.7: Uberkritische Démfpung (Kriechfall).
Aperiodischer Grenzfall wy = §:

Der Vollstéandigkeit halber erwéhnen wir noch den Grenzfall zwischen geddmpfter Schwingung und Kriechfall.
In diesem Spezialfall ist

wo =19 oder d=+V2mk. (4.3)
Das charakteristische Polynom hat nun nur noch eine doppelte Nullstelle
1
A=—-0=——.
T

In diesem Fall enthilt die allgemeine Losung neben der Exponentialfunktion ein lineares Polynom als
zusétzlichen Faktor.? Die allgemeine Losung ist dann

z(t) = e 7 (crt 4 ¢2), ¢, 2 €C
Die Anfangsbedingungen ergeben das Gleichungssystem fiir ¢; und c¢s:
x(0) = ¢e3 = o,
) 1
SC(O) = ——C2g -+ C1 = g
T
mit den reellen Losungen
x
€= (Uo + *0) ;
T
Cy = Xg-

Eingesetzt erhélt man dann die Losung fiir diesen aperiodischen Grenzfall

z(t) = e 7 (1t + co) = zoe ™7 [(UO + 1) t+ 1] .

Zo T

Der aperiodische Grenzfall zeichnet sich dadurch aus, dass der Kérper unter Umsténden einmal iiber sei-
ne Gleichgewichtslage hinausschiesst und erst dann in das Gleichgewicht zuriickfallt. Beispiel einer solcher
Bewegung ist in der Abbildung 4.8 dargestellt.

4Bs wiirde zu weit fiihren, dies hier im Detail zu begriinden.
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Abbildung 4.8: Aperiodischer Grenzfall. In dem hier gezeigten Fall wird der Korper zusétzlich mit einem
negativen vy angeschoben.

4.4.2 Elektrischer Schwingkreis (LCR-Kreis)

Die komplexen Zahlen sind auch ein sehr niitzliches Hilfsmittel, um Stromkreise mit Wechselstrom zu be-
schreiben. Wechselstrom ist ein Stromfluss, dessen Richtung sich mit einer bestimmten Frequenz periodisch
dndert. Es handelt sich also wieder um eine Schwingung, nur ist es diesmal die elektrische Stromstérke oder
die elektrische Spannung, die oszilliert und nicht die Auslenkung eines Korpers.

L ==

Abbildung 4.9: Elektrischer Schwingkreis (LCR-Kreis). Der Kondensator ist charakterisiert durch seine Ka-
pazitét C' (Einheit: Farad [C] = F'), die Spule durch ihre Induktivitéit L (Einheit Henry [L] = H.

Als Beispiel betrachten wir einen elektrischen Stromkreis, welcher einen elektrischen Kondensator, ei-
ne Spule und einen elektrischen Widerstand enthilt (sieche Abb. 4.9. Dies ist ein sogenannter elektrischer
Schwingkreis. In geschlossenen elektrischen Stromkreisen gelten sogenannten Kirchhoffschen Regeln. Die
Kirchoffsche Knotenregel besagt, dass bei einem Knoten die Summe der einfliessenden Stromstérken gleich
der Summe der ausfliessenden Stromstérken sein muss. Diese Regel ist eine Konsequenz der elektrischen La-
dungserhaltung, ist aber fiir diesen Schwinkkreis nicht von Bedeutung, da er gar keinen Knoten enthélt. Die
Kirchhoffsche Maschenregel besagt, dass die Summe der Spannungen in einer Masche eines Stromkreises sich
immer zu null addieren muss. Fiir den elektrischen Schwingkreis bekommen wir also aus dieser Maschenregel
die Gleichung

Uc+Ur+UL =0,

wobei Ug, Ug und Uy die Spannungen iiber dem Kondensator, dem Widerstand und der Spule sind. Aus
der Elektrotechnik ist bekannt, dass die Ladung auf einem Kondensator Q(t) proportional zur Spannung ist,
die iiber dem Kondensator abfillt, das heisst

Q(t) = CUc(t).

Die Proportionalitatskonstante ist die Kapazitét des Kondensators und héngt von der Kondensatorgeome-
trie ab. Fiir einen konventionellen elektrischen Widerstand gilt das Ohmsche Gesetz

Ugr(t) = RI(t).

Fiir die Spannung, die iiber einer Spule erzeugt wird, gilt geméss dem Induktionsgesetz

U, =L— = LI(t
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wobei die Induktivitdt L einer Spule von der Dichte und der Anzahl der Wicklungen der Spule abhéngt.
Setzen wir diese Beziehungen in die Maschenregel ein, so erhalten wir.
Q)

Uc+Ur+ UL = T+RI(15)+LI'(15) =0.

Die elektrische Stromstiirke entspricht der zeitlichen Anderung der Ladung auf dem Kondensator, also

d
I(t) = dif

() = Q(b).
Setzt man dies fiir I(¢) in die Maschenregel ein, erhiilt man eine zur im letzten Abschnitt behandelten
Schwingung analogen Gleichung

-- Q)

LQ(t) + RQ + o =0 (4.4)

Wir gehen von der Situation aus, dass der Kondensator zum Zeitpunkt ¢ = 0 mit einer bestimmten Ladung
Qo aufgeladen ist und dass wir genau zu diesem Zeitpunkt ¢ = 0 den Schalter schliessen. Die zur linearen
Differentialgleichung (2. Ordnung) gehérenden Anfangsbedinungen sind also

Q(O) = QO)
Q(0) =0.
Zusammen mit der Differentialgleichung ergibt sich das Anfangswertproblem (AWP):
B ) 1
Lineare Differentialgleichung 2. Ordnung: LQ(t) + RQ(t) + 5@(75) =0, (4.5a)
Anfangsbedingungen: Q(O) = Qo (4.5b)
Q) =o0.

Mathematisch gesehen ist dieses AWP genau das gleiche wie das AWP in (4.2) und hat deshalb auch die
gleichen Losungen. Wir miissen nur folgende Ersetzungen machen:

z(t) «— Q(t)

2(0) = zg +— Q(0) = Qo
£(0) = v +— Q(0) = I
L +— m,

R +—d,

1

k<—>5.

Wir betrachten den allgemeinen Fall mit elektrischem Widerstand R > 0. Je nach Stérke des elektrischen
Widerstandes fiihrt das System eine Schhwinung aus oder es liegt der Kriechfall vor. Der Grenzfall zwischen

Schwingung und Kriechfall ist der aperiodische Grenzfall. Entscheidend dafiir, welcher Fall eintritt, sind die
Abklingkonstante

R
0= —
2L
und die Kreisfrequenz des ungeddmpften Schwingkreises
1

wo:\/ﬁ'

Je nach dem, ob die Abklingkonstante kleiner, gleich oder grosser ist als die Frequenz erhélt man eine
geddmpfte Schwingung, den aperiodischen Grenzfall oder den Kriechfall. Die Situation ist vollkommen analog
zur mechanischen Schwingung eines Korpers an der Feder. Wir betrachten zuerst den Fall, in welchem das
System eine (geddmpfte oder ungeddmpfte) Schwingung ausfiithrt. In diesem Fall wird der Kondensator
zuerst iiber den fliessenden elektrischen Strom entladen, was eine Spannung in der Spule induziert. Dadurch
fliesst die im elektrischen Feld gespeicherte Energie im Kondensator iiber auf die Spule, die dann nach
einem Viertel der Periode ¢t = T'/4 die ganze Energie im Magnetfeld in ihrem Innern enthilt. Der elektrische
Strom fliesst aber weiter, wobei der Kondensator entgegensetzt zum Anfang wieder aufgeladen wird. Nach
t = T/2 ist er vollstindig geladen und es fliesst kein Strom mehr. Dann beginnt es wieder von vorn, aber
mit entgegengesetztem Vorzeichen bis wir nach ¢ = T" wieder beim Anfangszustand sind.
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Gedidmpfte Schwingung 0 < 6 < wg bzw. 0 < R < 2\/%:

In Analogie zur Losung fiir den schwingenden Kérper ist die Ladung auf dem Kondensator Q(t) gegeben
durch

t . . + 1
Q) =e 7 (c1e™" + coe™™") = Qoe™ 7 {cos (wt) + — sin (wt) | .
wT
Die Zeitkonstante fiir den exponentiellen Zerfall der Amplitude ist dabei gegeben durch
1 2L

T = — =

5§ R’

und die Kreisfrequenz der geddmpften Schwingung ist

1 R\?
YOS T - R S (Nl
w=/wi—0 el <2L>'

Wir betonen hier nochmals, dass die Frequenz der geddmpften Schwingung leicht geringer ist als der un-
geddmpften Schwingung
1
W< Wy = ——.
VvCL
Wenn wir zu jedem Zeitpunkt die Ladung auf dem Kondensator kennen, dann kénnen wir auch die Spannung
iiber diesem ausrechnen, denn

Q) _ @e% [COS (wit) + ism (wt)} .

Uc(t) = ol C

Den Strom findet man aus der Ableitung von Q(¢):

I(t) = Q(t) = Qoe ™+ (—i cos(wt) — % sin (wt) — wsin (wt) + % Cos(wt)) =
Qo _t Qo o

1 t t
=-——_er (wT + m) sin (wt) = wCLe_? sin (wt) = —Qo%e_? sin (wt)

Um die Spannung iiber der Spule zu erhalten miissen wir noch einmal nach der Zeit ableiten:

LQow% _t
——€

. 1 . _t 1 .

Up=LIt) = - T <w cos(wt) — _sin (wt)) = %e T <w7_ sin (wt) — cos(wt)) .
In der Abbildung 4.10 ist die geddmpfte Schwingung eines elektrischen Schwingkreises dargestellt. Sowohl die
Stromstérke I(t) im Stromkreis, wie auch die beiden Spannungen Uq(t) iiber dem Kondensator und Uy (1)
iiber der Spule werden durch den Energieverlust im Widerstand exponentiell gedampft.

u(t), I(t)
Uy

Abbildung 4.10: Gedédmpfte Schwingung eines elektrischen Schwingkreises (LCR-Kreises). Blau dargestellt
ist die Stromstérke I(t), violett die Spannung iiber dem Kondensator Uc(¢) und in braun die induzierte
Spannung der Spule Up(t). Uy ist die Spannung auf die der Kondensator anfinglich geladen wurde. Die
Stromstérke ist zuerst negativ, da der Kondensator anfangs entladen wird. Die Stromstérke I hinkt der
Spannung iiber dem Kondensator Uc hinterher und eilt der Spannung iiber der Spule Uy, voraus.
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Die drei Grossen weisen eine Phasenverschiebung zueinander auf. Die Stromstérke “hinkt” gewissermassen
der Spannung {iber dem Kondensator hinterher, eilt jedoch der Spannung iiber der Spule voraus. Natiirlich
kann diese Phasenverschiebung berechnet werden.

Ungedampfter Fall 6 = R = 0:
Wenn der elektrische Widerstand vernachléssigt werden kann, erhéilt man eine ungedémpfte Schwingung mit

der Kreisfrequenz
1

VCL
Die Ladung auf dem Kondensator und die Stromstérke im Stromkreis im ungedédmpften Fall findet man
durch den Grenziibergang 7 — oo aus dem geddmpften Fall:

Q(t) = Qo cos (wot) ,
I(t) = Q(t) = —Qowo sin (th) .

W =wpy =

Die Spannungen iiber dem Kondensator bzw. {iber der Spule sind dann gegeben durch
Uc(t) = @ cos (wot) ,
C
UL(t) = LI(t) = —QoLwd cos (wot) = —% cos (wot) .
Die ungeddmpfte Schwingung des LCR-Kreises ist in der Abbildung 4.11 dargestellt.

u(t), I(t)
Uy

Abbildung 4.11: Schwingung eines elektrischen Schwingkreises mit vernachlidssigharem Widerstand (LC-
Kreis). Blau dargestellt ist die Stromstérke I(t), violett die Spannung iiber dem Kondensator Uq(t) und in
braun die induzierte Spannung der Spule Uy (t). Up ist die Spannung auf die der Kondensator anfiinglich
geladen wurde. Die drei Grossen sind jeweils exakt um 7/2 phasenverschoben.

Man sieht, dass im ungeddmpften Schwingkreis (idealer Schwingkreis) die Stromstéirke gegeniiber der
Spannung iiber dem Kondensator exakt um 7/2 hinterherhinkt, der Spannung iiber der Spule jedoch um
genau /2 vorauseilt.

Uberkritische Dampfung (Kriechfall): § > wy bzw. R > 2\/%:

Wenn der elektrische Widerstand im elektrischen Schwingkreis eine kritische Grosse tibertrifft, dann erhalten
wir den Kriechfall. Der Schwingkreis kann gar keine Schwingung mehr durchlaufen, sondern der Kondensator
entlédt sich ein Mal, wobei die ganze Energie im Widerstand verloren geht. Die Ladung auf dem Kondensator
ist

Q(t) = Qoe ™~ <cosh (kt) + % sinh (m))

mit der Kriechkonstante
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Die Stromstéirke und die Spannungen iiber dem Kondensator und in der Spule sind dann gegeben durch:

I(t) = Q) = Qok ( /<;2172) e~ 7 sinh (kt) = Qowo <0%0 o=+ ginh (kt)
Uc(t) = % = %e_% (cosh(nt) + % sinh (Ht)) ,

UL(t) = LI(t) = %) -7 (m' sinh (xt) — cosh (lﬁ:t)) .

Ein Beispiel eines Kriechfalls ist in Abb. 4.12 dargestellt. Alle drei Grossen fithren keine Schwingung aus,
sondern “kriechen” gegen null. Die Energie wird dabei im elektrischen Widerstand in Wéarme umgewandelt
(dissipiert).

U(t), I(t)
Up

5T 1T 107

Abbildung 4.12: Kriechfall eines elektrischen Schwingkreises. Blau dargestellt ist die Stromstéirke I(¢), violett
die Spannung iiber dem Kondensator Ug(¢) und in braun die induzierte Spannung der Spule Uy, (¢).

Aperiodischer Grenzfall wyg =9 bzw. R =2

Natiirlich existiert auch fiir den elektrischen Schwingkreis der Grenzfall zwischen dem Fall der gedampften
Schwinung und dem Kriechfall. Die Ladung auf dem Kondensator ist in diesem Fall gegeben durch

Q(t) = Qo (i + 1) e,

Fiir die Stromstérke und die Spannungen tiber dem Kondensator und der Spule erhélt man dann:

I(t):—%t T %te -

Uolt) = ‘é?( +1)
Up(t) = %0(71> -7

In der Abbildung 4.13 sind diese Grossen graphisch dargestellt.
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uU(t), I(t)
Uy

Abbildung 4.13: Aperiodischer Grenzfall eines elektrischen Schwingkreises. Blau dargestellt ist die
Stromstérke I(t), violett die Spannung iiber dem Kondensator U (t) und in braun die induzierte Span-
nung der Spule U (t).
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Kapitel 5

Vektorraume

Nun komm schon Gehirn: Du
magst mich nicht und ich mag
Dich nicht. Aber da miissen wir
jetzt leider durch.

Homer J. Simpson

In diesem Kapitel fithren wir den in der Linearen Algebra zentralen Begriff des Vektorraums ein. Gewis-
sermassen der Prototyp eines Vektorraums ist der R™. Ein Vektorraum ist ndmlich eine Verallgemeinerung
davon. In einfachen Worten ausgedriickt, ist ein Vektorraum eine abstrakte Menge bestehend aus Elementen,
mit denen “man rechnen kann wie mit Vektoren des R™”. Unter “rechnen wie mit Vektoren des R™” versteht
man, dass man in dieser Menge die Elemente addieren kann und dass man diese Elemente mit einer Zahl
multiplizieren kann. Und es sollen dabei die gleichen Regeln gelten wie auf dem R™. Hat man fiir eine solche
Menge gezeigt, dass sie ein Vektorraum ist, erleichtert dies das Rechnen in dieser Menge enorm. Denn obwohl
diese Menge beliebig abstrakt und kompliziert sein kann, {ibertragen sich viele niitzliche Eigenschaften des
R™ in natiirlicher Weise auf diese Menge.

5.1 Vektorriaume

Bevor wir die Definition eines Vektorraums in kurzer und kompakter Form aufschreiben, versuchen wir den
Begriff in Worten zu erklidren. Ein Vektorraum ist in erster Linie eine Menge V', deren Elemente wir als
Vektoren bezeichnen. V' darf eigentlich so ziemlich irgendwas sein ausser die leere Menge. Es muss aber auf
V eine Addition + geben, also eine Rechenoperation, mit welcher wir zwei Vektoren v, w € V (nach gewissen
Regeln) zu einem Vektor v+w € V addieren kénnen. Zusétzlich gibt es auf V' mit der Skalarmultiplikation,
noch eine weitere Rechenoperation, mit der wir einen Vektor v € V (ebenfalls nach gewissen Regeln) mit
einer Zahl A multiplizieren . Diese Zahlen nennen wir Skalare, und die Skalare miissen Elemente eines
Korpers K sein. Das heisst, die Zahlen miissen gewissen Rechenregeln — den sogenannten Kérperaxiomen
— gehorchen. In den Abschnitten 1.1.3 und 1.2.4 haben wir gesehen, dass die reellen Zahlen R und die
komplexen Zahlen C diese Axiome erfiillen und somit Koérper sind. Und diese beiden Korper sind auch
diejenigen, welche am haufigsten fiir Vektorrdume verwendet werden. Man spricht von reellen Vektorrdumen
(kurz: R-Vektorrdume), wenn K = R und von komplexen Vektorraumen (kurz: C-Vektorrdume), wenn K = C.

Demnach besteht also ein Vektorraum, prizise gesagt, aus vier Zutaten: einer (nicht leeren) Menge V,
einem Korper K, einer Addition + und einer Skalarmultiplikation -. Meistens aber bezeichnet man einfach
die Menge V selbst als Vektorraum, wenn die anderen drei Zutaten klar sind. Es folgt nun die kompakte
Definition eines Vektorraums:

Definition 5.1.1 (Vektorraum)
Ein Vektorraum iiber dem Korper K (kurz: K-Vektorraum) ist eine nicht leere Menge V' mit einer
Addition +, die zwei Elementen u,v € V ein Element

utveV
zuordnet und einer Skalarmultiplikation -, die einem Element v € V' und einem Element A € K ein Element

AveV

1Verwechseln Sie die Skalarmultiplikation nicht mit dem Skalarprodukt. Das sind zwei verschiedene Dinge.
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zuordnet.

e Die Addition + erfiillt folgende Eigenschaften:

i) Assoziativitét:
(u+v)+w=u+ W+w) Yu,v,weV

ii) Existenz des Nullvektors (Neutralelement von +):
dneV:v+n=v YweV

Der Vektor n ist der Nullvektor und wir bezeichnen ihn mit 0.

iii) Existenz des Negativen (Inverse von +):
YVwveVIweV: v+w=0

Der Vektor w ist der zu v negative Vektor und wir bezeichnen ihn mit w = —v.

iv) Kommutativitét:
v+tw=w+v Yo,weV

e Die Skalarmultiplikation - erfiillt folgende Eigenschaften:

v) Assoziativitit:
M) - v=Ap-v) Y\pekK, veV

vi) Neutralitit der Eins:
firleK: l-v=v VYvoeV

e Schliesslich sind noch folgende zwei Distributivgesetze erfiillt:

vii)
A(v+w)=A-v+A-w VYAEK v,weV

viii)
A+p)-v=Axv+p-v YWweV, ,uekK

Die Eigenschaften i)-viii) heissen Vektorraum-Axiome. Die Elemente des Vektorraums V' heissen Vekto-
ren. Die Elemente des Korpers K heissen Skalare.
Beispiele:

1) Das bekannteste Beispiel eines Vektorraums ist natiirlich der R™ selber:

Z1
Rn:{(E: mkER,lﬁk’Sna}

Tn

mit der Addition

T Y1 1+ Y1
rry=|:|+|:|= : ,  wyeR”
ZTn Yn ZTn + Yn
und der Skalarmultiplikation
T AT
Nax=A| | = : , zeR" AeR
T, ATy,

erfiillt alle Vektorraum-Axiome, was wir im Abschnitt 2.1.2 bereits gesehen haben. Damit ist der R™ ein
R-Vektorraum.
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2) Lésst man in den Vektoren auch imaginére Zahlen zu, dann bekommt man

21
C"{z : zkeC,lgkgn,}.

Zn

Die Addition funktioniert gleich wie im R™:

w1 Z1 wy + 21
wrz=|: |+]|:|= : ;w2 €C™
Wn, Zn Wy, + 2n
Durch die Skalarmultiplikation
z1 )\Zl
Arz=A] 1| = , zeC", AeC
Zn Az

haben wir hier K = C gewéhlt und alle Vektorraumaxiome sind erfiillt. Damit ist C™ ein C-Vektorraum.

3) Dass es sich auch bei der Menge von m x n-Matrizen um einen Vektorraum handelt, haben wir ebenfalls
bereits in einem fritheren Abschnitt 3.1.2 gezeigt, als wir die Addition und die Skalarmultiplikation fiir
Matrizen eingefithrt und die zugehorigen Rechneregeln angeschaut haben. Es handelt sich also bei den
reellen Matrizen R™*™ um einen R-Vektorraum und bei den komplexen Matrizen C"™*™ um einen C-
Vektorraum.

4) Betrachte die Menge der Polynome vom Grad < 2, also die Menge
P, = {p(x) ’ p(z) = ap + a12 + axx?, ag,ay,a € R}.
e Addition: Fiir zwei Polynome
p1(z) = ag + a1z + axx® € Py p2(z) = by + b1z + boa® € Py

ist die Summe
pl(x) +p2(l') = ((ZO + bo) —+ ((11 —+ bl)l' —+ (ag —+ b2)$2 c b

natiirlich wieder ein Polynom in Ps.

e Skalarmultiplikation: Ebenso ist fiir eine beliebige Zahl A € R das Polynom
A-pi(x) = Aag + Aaz + \agz? € P.

Die Addition und die Skalarmultiplikation sind also auf P erkliart. Um zu zeigen, dass P; ein Vektorraum
ist, miissten wir nun alle 8 Vektorraum-Axiome iiberpriifen. Wir begniigen uns mit der Existenz des
Nullvektors (Axiom ii)) und dem Distributivgesetz (Axiom vii)). Der Nullvektor in P; ist das Polynom

po(z) =0.
Dieses Polynom erfiillt das Axiom ii), denn
po(z) +p(z) =0+ ag + arz + axx® = p(x), Vp(z) € Ps.
Das Distributivgesetz ist

A(p1(z) + pa(z)) = A (ao + a1z + asx® + by + bix + ngg) = Aag + A1z + Aasz® + by + Mbyz + Aboz?
=A (ao + a1 + a2x2) + A (bo + bz + ngz) = Ap1(x) + Apa2(x).

Obwohl P, eine Menge von Funktionen (eben Polynomen) ist, kann man die Elemente von P, dennoch
als “Vektoren” bezeichnen. Die Uberpriifung der anderen Vektorraum-Axiome sei dem Leser iiberlassen.

5) Natiirlich ist fiir ein festes gegebenes n € N auch die Menge
P, = {p(x) ’ p(x) = ag + a1z + asx® + ... +apz” = Zakxk, a; € R, Vi :O,...,n}

k=0

aller Polynome vom Grad < n ein R-Vektorraum. Der Beweis ist analog zu P, im vorherigen Beispiel.
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6) Auch bei Polynomen kann man natiirlich imaginére Zahlen als Koeffizienten zulassen und gelangt so zu
den komplexwertigen Polynomen vom Grad < n:

n
P, = {p(z) ’p(z):a0+a1z+agz2+...+anz":Zakzk, a; € C, Vi:O,...,n}

k=0
Diese Menge bildet ein C-Vektorraum.
7) Die Menge aller moglichen Polynome
Rlz] := {p(x) ’ p(z) = ap + a1 + agx® + ... = Zakxk, a; €ER, Vi=0,...,n, n€ No}

k=0

ist ebenfalls ein R-Vektorraum. Man beachte den Unterschied zwischen R[z] und P,. Der Grad von Poly-
nomen in R[z] kann beliebig gross sein, wihrend in P,, nur Polynome bis und mit zu einer festen Potenz
n enthélt. Wie wir spéter noch sehen werden, handelt es sich bei R[z] um einen unendlichdimensionalen,
bei P,, um einen endlich-dimensionalen Vektorraum.

8) Betrachten wir nun die Menge aller stetigen Funktion mit Definitionsbereich [0, 1], also die Menge?
C([0,1]) == {f . [0,1] = R | f(x) stetig Vz € [0, 1]}.

e Die Addition auf dieser Menge ist die normale Addition von Funktionen. Fiir f, g € C ([0, 1]) definiert
man

f+g:[0,1] —R
(f +9)(x) := f(z) + g(z).

Aus einem Satz der Analysis folgt, dass wenn zwei Funktionen f und ¢ in x stetig sind, dass dann
auch die Summe (f + g) in  stetig ist.

e Die Skalarmultiplikation ist ebenfalls die gewohnliche Multiplikation einer Funktion f € C([0,1])
mit einem Skalar A € R:

und wenn f(z) stetig ist, dann ist es auch Af(x).

Wir wollen wieder nicht alle Vektorraum-Axiom nachpriifen, sondern beschrénken uns auf drei beliebige.
Welche Funktion in C ([0, 1]) spielt die Rolle des Nullvektors? Es ist die Funktion

fo(z) =0, Yz € ]0,1],
denn fiir diese Funktion gilt
f(@) + folx) = f(z), VfeC([0,1])
und Axiom ii) ist erfiillt. Die Neutralitét der Eins (Axiom vi)) ist erfiillt, denn
L-f(z) = f(z) VfeC([0,1]).
Die negative Funktion zu einem f € C ([0, 1]) ist die Funktion — f(z) und es gilt selbstversténdlich
f@)+ (= f(@)) = folx) =0 Vael0,1].

Also ist das Axiom iii) ebenfalls erfiillt. Die anderen Vektorraum-Axiome kann man auf die gleiche Art
und Weise iiberpriifen. Es handelt sich bei C ([0, 1]) also um einen R-Vektorraum.

?Die Bezeichnung mit dem Buchstaben C stammt vom franzésischen Wort “continu” fiir stetig. Der Begriff wurde von A.L.
Cauchy (1789-1857) verwendet
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5.2 Unterraume

In diesem Abschnitt lernen wir den Begriff des Unterraumes eines Vektorraums kennen. In einfachen Worten
gesagt, ist ein Unterraum eine Teilmenge eines Vektorraums, welche selbst auch wieder ein Vektorraum ist,
also die acht Vektorraum-Axiome erfiillt. Wir beginnen mit der genauen Definition des Unterraums:

Definition 5.2.1 (Unterraum)
Sei V' ein K-Vektorraum. Eine nicht-leere Teilmenge U C V heisst Unterraum oder Untervektorraum
von V, wenn U die folgenden zwei Eigenschaften erfiillt:

) u,velU = ut+velU

i) AeKuelU = MueU

Bemerkung;:

Die Eigenschaften i) und ii) der Definition 5.2.1 bedeuten auch, dass U C V abgeschlossen ist beziiglich
der Addition und der Skalarmultiplikation in V. Das heisst, “man kommt durch Addition und Skalarmulti-
plikation nicht aus U heraus”.

Satz 5.2.2
Eine nicht-leere Teilmenge U C V eines K-Vektorraums V ist genau dann ein Unterraum von V', wenn U
selber auch wieder ein K-Vektorraum ist.

Beispiele:
1) Betrachte den R-Vektorraum V = R? und darin die Teilmenge

2
gz{xERﬂxzt 3 ,tER}.
1

Dies ist eine Gerade im R3, die durch den Nullpunkt geht.

i) Seien 7 und zo zwei Vektoren der Geraden, d.h.

2 2
1=t 3], t1 R, To =1t | 3], to €R.
1 1
Dann ist
2 2 2
1 taxo=1t1 (3] +ta |3 :(tl +t2) 3] €g.
1 1 1

Somit ist fiir zwei Vektoren z; und x5 auf der Geraden g, auch deren Summe z; + x5 in g.

ii) Sei z € g und A € R. Dann ist
2
A=A |[3] €g.
1

Dies bedeutet, dass auch ein beliebiges Vielfaches eines x € g auf der Geraden g liegt.

Damit ist gezeigt, dass die Teilmenge g C R3 die Eigenschaften aus der Definition 5.2.1 erfiillt. Die
Gerade g ist ein Unterraum des R3. Dies gilt nicht nur fiir die spezielle Gerade g, die wir hier gewihlt
haben, sondern fiir alle Geraden im R?, die durch den Nullpunkt gehen. Die Geraden, die nicht durch den
Nullpunkt gehen, sind jedoch keine Unterrdume. Fiir solche Geraden ist ndmlich das Vektorraum-Axiom
ii) nicht erfiillt, denn der Nullvektor ist dann nicht Bestandteil dieser Geraden.

2) Die gleiche Uberlegung kénnen wir auch fiir Ebenen im R3 durch den Nullpunkt machen. Seien a, b € R3
zwei nicht kollineare Vektoren im R? und

E—{zERS‘ T = sa + tb, s,teR}

die Ebene, die von a und b aufgespannt wird. Wir {iberpriifen wieder, ob die Definition 5.2.1 erfiillt ist:
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i) Seien 7 und x5 zwei Vektoren in der Ebene E, d.h.
1 = s1a+ t1b, s1,t1 € R, Ty = Soa + tob, so,ty € R.
Dann ist
1+ x2 = s1a+ t1b+ ssa+tab=(s1 +s2)a+ (t1 +t2)b € E
ii) Sei z € E und X € R. Dann ist
Az = A(sa + tb) = Asa + Atb € E.

Also sind alle Ebenen im R3, die durch den Nullpunkt gehen, ebenfalls Unterriume des R3. Jetzt haben
wir also mit den Geraden und Ebenen 1- und 2-dimensionale Unterriume des R? gefunden. Es gibt noch
zwei weitere Unterrdume, die man in einem beliebigen K-Vektorraum V findet:

3) Jeder K-Vektorraum V besitzt die trivialen Unterrdume U = {0} und U = V. Also der Nullvektor und
der ganze Raum V selber sind auch Unterrdume. {O} ist der einzige O-dimensionale Unterraum.

4) Sei V. =K" und A € K™*" eine beliebige gegebene m x n-Matrix. Dann ist der Kern von A,

szO},

ker(A) := {m e K"

ein Unterraum von K™. Zeigen wir dies:
e Seien x; € ker(A), 2 € ker(A). Dann ist
A(l‘l + 1‘2) = Ax1+Az, =0
~ —~~
0 0
und somit 1 + x5 € ker(A).
o Sei z € ker(A) und A € K. Dann gilt:
A(Az) = A(Az) = 0.
0

Also ist auch Az € ker(A).
Der Kern einer Matrix ist also immer ein Unterraum.

5) Achtung:
Seien A € K"™*™ eine m x n-Matrix und ¢ € K™, ¢ # 0, ein Vektor. Die Losungsmenge des inhomogenen
linearen Gleichungssystems,
Ax = C},

ist kein Unterraum von K™. L enthélt ja im Allgemeinen den Nullvektor nicht.

L{:L’EK”

6) Im folgenden Beispiel betrachten wir Teilmengen der n x n-Matrizen V = K"*" :
a) Wir starten mit den Matrizen, welche die Determinante 1 haben, also

SL(n,K) = {4 € K™"| det(A) =1}.

e Sei A€ SL(n,K) und A € K. Es gilt
det(AA) = A" det(A) # 1

und somit A ¢ SL(n,K). Somit ist SL(n,K) kein Unterraum.
e Man kann auch einfach ein Gegenbeispiel finden. Die 2 x 2-Matrizen

= 7)o = (0 )

haben beide Determinante 1, also A, B € SL(n,K). Aber

0 0
avs=(g )

ist die Nullmatrix und hat sicher nicht Determinante 1.
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b)

Das gleiche Argument funktioniert auch fiir die reguliren (invertierbaren) Matrizen

GL(n,K) = {A € K**"

rang(A) = n}.
GL(n,K) kann kein Unterraum sein, denn die Nullmatrix 0 ist nicht invertierbar und ist somit 0 ¢

GL(n,K). Das obige Gegenbeispiel fiir SL(n, K) liefert iibrigens auch fiir GL(n, K) einen Widerspruch.

Als niichstes sehen wir uns die (reellen) symmetrischen bzw. anti-symmetrischen Matrizen an. Die
Menge der symmetrischen Matrizen ist gegeben durch

{Aer™ | AT — A C R,

Wir zeigen:

e Seien A, B € R™*™ symmetrisch. Dann ist
(A+B)T = AT + BT = A+ B,

also A+ B € R™ ™ ist auch wieder symmetrisch.
e Wenn A € R™"*" symmetrisch ist und A € K, dann gilt:

(AT = AAT = \A,

also ist auch AA symmetrisch. Damit bilden die symmetrischen Matrizen einen Unterraum von
Rnxn.

Fiir die antisymmetrischen Matrizen

{AERan AT:_A}CRan

verfihrt man genau gleich, um zu zeigen, dass es sich dabei um ebenfalls um einen Unterraum handelt.

Wie sieht es mit den hermiteschen und anti-hermiteschen Matrizen aus? Die Menge der hermiteschen
Matrizen
{ H c (Cnxn

H* — H}C (Cnxn

sind eine Teilmenge des C-Vektorraums C"*™. Schauen wir, ob diese Menge ein Unterraum ist:

e Fiir zwei hermitesche Matrizen H und J gilt:
(H+J)"=H"+J" " =H+J,

also ist die Summe H + J wieder hermitesch.
e Fiir eine hermitesche Matrix H und ein )\ € C gilt:

(AH)* = X\H* = \H

Das heisst AH ist nicht hermitesch und somit bilden die hermiteschen Matrizen keinen Unterraum.
Ebenso sind auch die anti-hermiteschen Matrizen kein Unterraum.

Bemerkung;:

Nun ist es aber so, dass man die komplexen Matrizen C"*" mit den reellen Zahlen R als Korper
versehen kann. Dann ist C"*™ ein R-Vektorraum. In diesem Fall werden die hermiteschen Matrizen
als Teilmenge tatséchlich zu einem Unterraum, denn da man als Korper jetzt die reellen Zahlen
gewiihlt hat, hat man nur A € R als Skalare zur Verfiigung und dann ist fiir eine hermitesche (bzw.
anti-hermitesche) Matrix H die Matrix AH ebenfalls hermitesch (bzw. anti-hermitesch).

7) Betrachte den R-Vektorraum V = P; der Polynome vom Grad < 3 und darin die Teilmenge

Py = {p(l‘) ‘ p(x) = ap + a17 + axx®, ag,a1,as € R}

der Polynome vom Grad < 2. Es ist klar, dass wenn man zwei Polynome aus P, addiert oder ein Polynom
aus P, mit A € R multipliziert, wieder ein Polynom aus P» dabei rauskommt.
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8) Als letztes Beispiel betrachten wir den Vektorraum der stetigen Funktionen V' = C'([a, b]) mit Definiti-
onsbereich [a, b]. Eine Teilmenge davon sind die stetig differenzierbaren Funktion auf [a, b], also diejenigen
Funktionen, die man auf dem ganzen Definitionsbereich [a,b] ableiten kann und deren Ableitung stetig
ist. Diese Menge bezeichnet man mit

(ﬂqmmyz{f:m¢y+R f@)wagdﬁbMVxEMﬁG.

Da wir aus der Analysis die folgenden Regeln fiir das Ableiten kennen:

e Fiir zwei Funktion f,g € C! ([a,b]) gilt:
(f+9) (@) =f(z)+ 4 (2)
o Fiir cin f € O ([a,b]) und X € R gilt:
(Af) () = Af'(x)

ist klar, dass es sich bei C* ([a,b]) um einen Unterraum von C ([a, b]) handelt.

5.3 Lineare Unabhingigkeit

Wir lernen nun das wichtige Konzept der linearen Unabhingigkeit von Vektoren kennen. Wir haben dieses
Thema bereits mehrfach gestreift, ohne es genauer zu benennen. Wenn zwei Vektoren kollinear zueinander
sind, also der eine Vektor ein Vielfaches des anderen ist, so kénnen diese beiden Vektoren keine Ebene im
R3 aufspannen. Solche zwei Vektoren sind linear abhdingig. Sind die beiden Vektoren nicht kollinear, dann
spannen sie eine Ebene auf und man nennt die Vektoren linear unabhdngig. In diesem Abschnitt werden wir
dieses Konzept auf allgemeine Vektorrdume und eine beliebige Menge von Vektoren verallgemeinern. Dazu
benétigen wir zuerst die Begriffe Linearkombination und lineare Hiille:

5.3.1 Linearkombination und lineare Hiille

Definition 5.3.1 (Linearkombination)
Sei V ein K-Vektorraum. Fiir ein festes n € N seien vy, ..., v, € V beliebige Vektoren aus V und Ay ..., A\, €
K beliebige Skalare aus dem Korper K. Dann definiert

Zn: )\ivi eV
=1

eine Linearkombination der Vektoren vy, ...,v, (iiber K).

Beispiele:

1) V = R3. Seien

0 2
a=101], b=13
1 0

zwei Vektoren im R3. Eine Linearkombination von a und b ist z.B. der Vektor

4
2
—2/3
2) Quadratische Polynome V = P,. Seien
p1(a?) = 37 pg(l‘) = 1'2, p3(.T) = -2z

drei Polynome in P». Dann ist z.B.
5p1(x) 4 2pa () — p3(x) = 15 + 2 + 222

eine Linearkombination von p;(z), p2(z) und p3(z).
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3) V =R3*3. Gegeben seien die drei antisymmetrischen Matrizen

0 0 O 0 0 1 0 -1 0
J=10 0 —-1], Jo=10 0 0], Js=\|1 0 0
01 0 -1 0 0 0 0 O
Dann ist z.B. die Matrix
0 -1 -2
2J1 —2Jo+J35=\|1 0 =2
2 2 0

eine Linearkombination von Jy, Jo und Js und natiirlich wieder antisymmetrisch, weil die antisymmetri-
schen Matrizen einen Unterraum bilden.

4) Stetige Funktionen auf dem Intervall [0,1] C R, V' = C([0,1]). Betrachte z.B. die stetigen Funktionen

T — —

5" und fo(x) = sin(z).

Dann ist die Funktion

VEi(e) - 3 folw) = VB

1 1 .
x— 2’ - gsm(x)

eine Linearkombination von f; und f und natiirlich ebenfalls stetig auf [0, 1].

Aus den vorherigen Beispielen sehen wir, dass man durch Bildung von Linearkombinationen weitere
Vektoren im Vektorraum erzeugen kann. Die Menge von neuen Vektoren, die man durch alle diese moglichen
Linearkombinationen erzeugen kann, ist die sogenannte lineare Hiille. Die lineare Hiille ist also wie folgt
definiert:

Definition 5.3.2 (lineare Hiille)
Seien V ein K-Vektorraum und S C V eine Teilmenge von V.

i) Seienvy,...,v, € V, n € N beliebige Vektoren in V. Die Menge aller Linearkombinationen von vy, . .., v,

span(vy, ..., v,) = {v € V‘v = Z)\Z-vi, A € K}
i=1

heisst die lineare Hiille von vy, ..., v,.

ii) Sei S C V eine nicht leere Teilmenge von V. Dann ist die lineare Hiille von S definiert durch

span(S) := {v S V‘v = Z/\ivi’ v, €8, \; €K, ne N}

i=1

Zusétzlich legen wir noch fest:
span(0) := {0},
d.h. die lineare Hiille der leeren Menge ist die Menge, die nur den Nullvektor enthélt.

Also nochmal langsam: ich habe einen Vektorraum V und eine Teilmenge S davon und ich nehme ir-
gendwelche Vektoren aus S und mache alle erdenklichen Linearkombinationen damit. Und da, wo ich damit
hinkomme, das ist die lineare Hiille. Aha, aber wo komme ich denn eigentlich hin damit? Intuitiv ist schonmal
klar, dass ich mit den Linearkombinationen aus S rauskomme, also

span(S) O S

Ebenso klar ist, dass wir durch lineares Kombinieren von Vektoren niemals aus V rauskommen kénnen. Die
Vektorraumaxiome bremsen uns da aus, denn sie besagen, solange man addiert und skalarmultipliziert bleibt
man in V drin. Das heisst also auch

span(S) C V.

Die lineare Hiille liegt also irgendwo zwischen S und V,
S C span(S) C V.

Wo und wie genau beantwortet der folgende Satz:
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Satz 5.3.3
Seien V ein K-Vektorraum und S C V eine Teilmenge von V. Die lineare Hiille span(S) ist ein Unterraum
von V.

Bemerkung:
Man sagt: span(S) ist der von S aufgespannte Unterraum von V.

Beweis. 1) Seien s1,82 € S. Dann sind s; und s Linearkombination von irgendwelchen Vektoren aus S.
Da aber die Summe von zwei Linearkombinationen wieder eine Linearkombination ist, ist auch sy + s9
eine Linearkombination von Vektoren aus S und damit ist $; + s3 € span(S).

ii) Sei s € S und A € K. Da s eine Linearkombination aus S ist, ist auch As eine Linearkombination aus S
und somit As € span(.S). O

Beispiele:
Wir untersuchen fast noch einmal die gleichen Beispiele wie vorher zu den Linearkombinationen:

1) Seien wieder

zwel Vektoren im R3.

e Die von diesen Vektoren aufgespannte lineare Hiille ist offensichtlich die Ebene
E = span(a, b) = {x € Rg‘ x =sa+th, s,t€ R}.

Nach Satz 5.3.3 ist E ein Unterraum des R3. Dies sieht man auch daran, dass es sich um eine Ebene
durch den Nullpunkt handelt.

e Fiigen wir zu den Vektoren a und b noch den Vektor
2

c=1|3] =3a+b
3

hinzu. Was ist die lineare Hiille von a, b und ¢? Da c¢ eine Linearkombination von a und b ist, also ¢
in der von a und b aufgespannten Ebene liegt, “gewinnt” man mit dem Vektor ¢ nichts dazu, es gilt:

span(a, b, c) = span(a,b) = E.

Die drei Vektoren a, b und ¢ spannen also immer noch bloss die Ebene E auf.

e Hitten wir stattdessen z.B. den Vektor

4
c=15
0

genommen, dann erhielten wir
span(a, b,¢) = R3,
dennc¢ E.

2) Polynome in P,: Seien
p1(z) = 3, pa(x) = 27, p3(x) = —2x
drei Polynome in P». Dann ist
span(p1, p2,p3) = Pa.
Da unter den drei Polynomen je ein konstantes, ein lineares und ein quadratisches Polynom ist, kénnen

wir nédmlich jedes quadratische Polynom in P» als Linearkombination in p1, ps und ps schreiben. Zum
Beispiel ist

p(z) =6 —22 — 222 =23+ (=2)2% + 1 (=2z) = 2p1(x) — 2pa () + p3().

Wie im letzten Beispiel gesehen, kann also der von einigen Vektoren aufgespannte Unterraum sogar der ganze
Vektorraum sein. Wenn dem so ist, hat man folgende Eigenschaft erreicht. Man kann dann nédmlich jeden
Vektor im ganzen Vektorraum durch eine Linearkombination dieser wenigen Vektoren, von denen er aufge-
spannt wird, ausdriicken. Es geniigen dann also ein paar wenige Vektoren (meistens eine endliche Anzahl) um
den ganzen Vektorraum zu beschreiben. Diese Menge von Vektoren nennt man dann ein Erzeugendensystem.
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5.3.2 Erzeugendensystem

Definition 5.3.4 (Erzeugendensystem)

Seien V ein K-Vektorraum und S C V eine Teilmenge von V. S heisst Erzeugendensystem von V', falls
span(S) =V,

d.h. S spannt den gesamten Vektorraum V auf.

Satz 5.3.5
Seien V ein K-Vektorraum und S C V eine Teilmenge von V. S ist genau dann ein Erzeugendensystem, falls
fiir jedes v € V:

n
VWweV: I, A eK: v=> Aw;.
i=1
Dies bedeutet, dass sich jedes v € V' als Linearkombination der Vektoren v, ..., v, ausdriicken lasst.
Beweis. Der Beweis des “Riickweges” <« ist klar, denn wenn man jedes v € V als Linearkombination von
Vektoren aus S schreiben kann, dann ist auch jedes v € span(S) und somit span(S) = V.
Der Beweis des “Hinwegs” = dieses Satzes ist ebenfalls einfach: wenn es einen Vektor v € V' gébe, den

man nicht als Linearkombination mit Vektoren aus S schreiben kénnte, dann wére dieser Vektor v ¢ span(S)
und daher span(S) # V. O

Beispiele:

1) Die Menge {1,x,x2} ist ein Erzeugendensystem der quadratischen Polynome P», denn logischerweise
kann ich jedes quadratische Polynom schreiben als

p(x) =ao-1+ay-z+as- 22

2) Eine beliebige antisymmetrische 3 x 3-Matrix ist immer von der Form

0 —XI3 To
J = T3 0 - |,
—XT2 X 0

wobei z; € R, ¢ = 1,2, 3. Also bilden die drei Matrizen

00 0 0
Ji=0 0 -1, Jo=| 0
01 0 1

-1

0 1 0 0
0 o], Js=[1 0 o0
0 0 0 0 0

ein Erzeugendensystem des Unterraums der antisymmetrischen Matrizen.
3) Die Menge {1,z,22,2%,...} ist ein Erzeugendensystem der Menge der Polynome Rz].

Wie das letzte Beispiel zeigt, geniigt eine endliche Anzahl von Vektoren nicht immer, um ein Erzeu-
gendensystem zu bilden. In der linearen Algebra unterscheidet man deshalb zwischen endlich-erzeugten
Vektorraum und unendlich-dimensionalen Vektorrdaumen. Wéhrend der Vektorraum P,, der Polynome vom
Grad < n endlich-erzeugt ist, ist zum Beispiel der Vektorraum der stetigen Funktionen C(R) ein unendlich-
dimensionaler Vektorraum ist. Wir halten deshalb fest:

Definition 5.3.6 (Endlich-dimensionaler Vektorraum)
Ein K-Vektorraum V heisst endlich-erzeugt oder endlich-dimensional, falls es eine endliche Anzahl
Vektoren vq, ..., v, gibt, die V erzeugen, d.h.

span(vy,...,v,) = V.
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5.3.3 Lineare Unabhingigkeit

Definition 5.3.7 (Lineare Unabhiingigkeit)
Sei V' ein K-Vektorraum. Die Vektoren vy,...,v, € V sind linear unabhéingig, falls folgendes gilt:

dAwi=0 = N=0 fir i=1,...,n
i=1

Umgekehrt sind vy, ...,v, € V linear abhingig, wenn es Skalare A1,..., A\, € K gibt, die nicht alle gleich

null sind, sodass
i=1

Sind die Vektoren linear abhéngig, ist also der Nullvektor eine nicht-triviale Linearkombination von vy, . .., v,.

Satz 5.3.8
i) Der Nullvektor 0 € V ist linear abhingig.

ii) Ein einzelner Vektor v € V ist linear unabhéngig.

iii) Die Vektoren vy, ...,v, sind genau dann linear abhéingig, wenn sich mindestens einer dieser Vektoren,
als Linearkombination, der anderen ausdriicken lasst.

Beispiele:

1) Seien

zwei Vektoren im R3. Sind diese Vektoren linear unabhiingig oder linear abhingig? Wir stellen zuerst
einmal fest, dass einer der beiden Félle eintreten muss, ein Zwischendings zwischen linearer Abhéngigkeit
und Unabhéngigkeit gibt es nicht. Wir miissen das homogene lineare Gleichungssystem

Ata+ Xb=0
oder eben
0 2
MOl +X ]3] =0
1 0

16sen. Wir wissen aus dem Abschnitt 3.3.5, dass Ay = Ay = 0 sicher eine Losung ist. a und b sind genau
dann linear unabhéngig, wenn dies die einzige Losung ist. Gibt es noch andere Losungen, dann sind sie
linear abhéngig. Wir 16sen also

A A
0 2 N
0 3
1 0
Der Rang des Gleichungssystems ist 2, d.h. es gibt nur die Losung A\; = Ay = 0, die Vektoren sind linear
unabhéngig.
2) Seien

) Q) -0

drei Vektoren im R2. Sind diese Vektoren linear unabhiingig oder linear abhiingig? Hier ist der Fall klar,
da es drei Vektoren in der Ebene R? sind, miissen sie linear abhéingig sein. Losen wir das homogene lineare
Gleichungssystem erhélt man

Al A2 g
1 2 2 =
1 0 1
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Da A3 ein freier Parameter ist, wihlen wir z.B. A3 = —1. Dann ist Ay = % und A\, = 1. Es gilt also

1
a+ ib —c=0
und somit
c=a+ =b
Betrachten wir noch einmal die Polynome
pi(x) =3, pa(x) = a?, p3(z) = 2z

im Vektorraum P5. Sind diese linear unabhéingig? Hier miissen wir die Gleichung
Aipi1(z) + Aopa(x) + Aspa(x) = Ar -3+ Aoz + A3+ (—22) =0, VzeR

betrachten. Weil diese Gleichung Vx € R gelost werden soll, kénnen wir fiir = irgendwelche Werte
auswéhlen:

:E:03/\1:0
r=—1: 31 +X+2X3=0
x=1: 3A1+ X2 —2X3=0.

Aus der ersten Gleichung folgt sofort, dass A; = 0 sein muss. Dann liefern die beiden anderen Gleichungen:

Xo = —2);
Ao = 2)s.

Addiert man diese beiden Gleichung ist klar, dass auch Ay = 0. Dies hat dann aber auch A3 = 0 zur
Folge. Dies ist die einzige mogliche Losung, die drei Polynome sind linear unabhéngig.

Wie schaut es zum Beispiel mit den drei Pauli-Matrizen

0 1 0 —i 1 0
=(10) = (1) =l %)

aus? Linear unabhéngig oder abhingig? Wir miissen das homogene lineare Gleichungssystem

A A1 — A 0 0
A101 + Aooo + A303 = <)\1 +3i)\2 1_)\2 2) = (0 0)

16sen. Man sieht leicht, dass als Losung nur A\; = Ao = A3 = 0 moglich ist, also sind die Pauli-Matrizen
linear unabhéingig. Eigentlich ist es ein lineares Gleichungssystem mit drei Unbekannten und vier Glei-
chungen:

welches Rang 3 hat.

Betrachten wir noch die drei Vektoren
1 2 1
bh=1(1], bo=1|-1]1, b3 =11
1 5 3

AL A As | A2 Az | A2 A3 |
1T 2 1 1] 2 1 1] 2 1

1 -1 1 0 0 -0 0

1 5 3 0 3 2 0 0

Die drei Vektoren sind linear unabhéngig.
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Definition 5.3.9

Eine Teilmenge S C V eines K-Vektorraums heisst linear unabhéngig, falls fiir jede Teilmenge {vl N ,’uk.} -
S die Vektoren vy, ..., v, linear unabhéingig sind. Ausserdem legen wir noch fest, dass die leere Menge ()
linear unabhéngig ist.

Zum Abschluss dieses Abschnitts beweisen wir noch das Schrittlemma, das uns erklirt, wie man eine
linear unabhingige Menge durch Hinzufiigen von weiteren Vektoren vergrossern kann.

Lemma 5.3.10 (Schrittlemma)
Sei V ein K-Vektorraum und vy, . . ., v, linear unabhéngig. Sei v € V ein Vektor, sodass v ¢ span(vy,...,v,).
Dann sind v, vy, ..., v, linear unabhéngig.

Beweis. Wir untersuchen die Gleichung
)\U+)\1U1+>\2’02+"'+)\n’0n =0.

Wenn A # 0 ist, dann folgt:

)\1 )\2 An
V=——U] — —UVg — ... —Up.
A A A
Dann wire v eine Linearkombination von vy,...,v, und somit v € span(vy,...,v,), was nicht sein kann.

Also muss A = 0. Dann ist aber auch
AU+ Agvg + -+ Au, =0

und daraus folgt Ay = Ao = ... = )\, = 0, weil ja vy,...,v, linear unabhingig sind. Also sind auch
v,V1,..., VU, linear unabhingig. O

Fiigt man also zu einer linear unabhéngigen Menge Vektoren hinzu, welche nicht zur linearen Hiille der
Menge gehoren, so bleibt die Menge linear unabhéingig.

5.4 Basis und Dimension

Im letzten Abschnitt haben wir gesehen, dass man mit einem Erzeugendensystem S eines Vektorraums V'
alle Vektoren in V als Linearkombinationen von Vektoren aus S schreiben kann. Die Vektoren im Erzeugen-
densystem konnen jedoch linear abhéngig sein, d.h. mindestens ein Vektor aus S kann also immer noch als
Linearkombination von anderen Vektoren aus S ausgedriickt werden. Somit kénnen wir diesen Vektor aber
aus S entfernen und haben immer noch ein Erzeugendensystem. In diesem Abschnitt iiberlegen wir uns,
wie man ein Erzeugendensystem so lange kleiner machen kann, bis die minimale Anzahl von Vektoren im
Erzeugendensystem gefunden ist. Dieses kleinste Erzeugendensystem eines Vektorraums V nennt man eine
Basis.

Motivationsbeispiel
Betrachten wir den Vektorraum V = R3 und darin einen beliebigen Vektor
U1
v=|v2| € R3.
Halten wir kurz inne und iiberlegen uns, was diese Notation als Spaltenvektor schon wieder bedeutet. Im

Grunde verstehen wir darunter nédmlich die folgende Linearkombination

v = vi1€1 + v2ey + v3es,

wobei
1 0 0
€1 = 0 €9 = 1 €3 = 0
0 0 1

die drei Einheitsvektoren entlang den Koordinatenachen sind. Offensichtlich ist

Spa‘n(ela €2, 63) = R?’?
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die drei Vektoren ey, e und e3 sind ein Erzeugendensystem des R3. Natiirlich sind diese Vektoren auch linear
unabhéngig, denn das homogene lineare Gleichungssystem

Al A2 As

hat den Rang 3. Die Menge von Vektoren { e, e, 63} ist also Erzeugendensytem und linear unabhéngig und
diese beiden Eigenschaften definieren eine Basis eines Vektorraums. Die Darstellung eines Vektors

U1
v = | vy | =vie1 + v2eg + v3e3
U3

durch Koordinaten v, v und vs wird dadurch némlich eindeutig. Und auch die Anzahl der Vektoren in
der Basis ist offensichtlich fix. Wenn man némlich einen Vektor aus {el, ea, 63} entfernt, ist die Menge kein
Erzeugendensystem mehr vom R3. Wenn man dagegen einen vierten Vektor hinzufiigt, dann ist die Menge
nicht mehr linear unabhéngig. Es folgt die allgemeine Definition einer Basis:

Definition 5.4.1 (Basis)
Seien V ein K-Vektorraum und B C V eine Teilmenge von V. B heisst Basis des Vektorraums V', wenn die
folgenden beiden Bedingungen erfiillt sind:

i) B ist linear unabhiingig.
ii) B ist ein Erzeugendensystem von V', d.h. span(B) = V.

Es stellt sich natiirlich sofort die Frage, ob es denn immer mdoglich ist, eine Basis eines Vektorraums zu fin-
den. Wir beschrinken uns hier auf endlich erzeugte Vektorrdume. Auf unendlich-dimensionale Vektorrdume
gehen wir kurz im néchsten Abschnitt ein. Wir zeigen hier zuerst, wie man eine Basis eines endlich-erzeugten
Vektorraums konstruieren kann.

Satz 5.4.2 (Basisergidnzungssatz)
Sei V ein endlich-erzeugter K-Vektorraum.

i) Seien vy,...,v; linear unabhingig. Dann existiert eine Basis von V' der Form
B = {Ul,...,vl,vl_,_l,...,vn}

ii) Sei S :{vl, e ,vk} ein Erzeugendensystem von V. Dann gibt es eine Basis B von V, die in S enthalten
ist, BC S.

Satz 5.4.2 besagt, dass man eine Basis eines endlich-erzeugten Vektorraums bekommen kann, indem man
mit einem Vektor v; € V startet und dann suzkessive linear unabhéngige Vektoren hinzufiigt. Oder man
startet mit einem Erzeugendensystem von V und verkleinert dieses so lange, bis es linear unabhingig ist.
Eine direkte Folgerung davon ist natiirlich:

Korollar 5.4.3
Jeder endlich-erzeugte K-Vektorraum besitzt eine Basis.

Wir beweisen den Satz 5.4.2:

Beweis. 1) Sei S :{ul, e ,uk} ein Erzeugendensystem von V. Ein solches gibt es sicher, denn V ist ja
endlich-erzeugt.

e Sind alle u;, i = 1,...,k, Linearkombinationen der linear unabhéngigen Vektoren vy, ..., v;, dann
sind wir fertig, denn dann ist {vl, ... ,vl} schon eine Basis.

e Wenn nicht, dann gibt es mindestens ein u; in S, sodass u; ¢ span(vy,...,v;). Wir wihlen (wenn
es mehrere gibt) dasjenige w;, mit dem kleinsten i, setzen v;41 := u;, und fiigen es zu den Vek-
toren vy, ..., v; hinzu. Aufgrund des Schrittlemmas 5.3.10 ist {vl, L, ’Ul+l} immer noch linear
unabhéngig.
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e Nun geht es weiter: entweder wir konnen alle u; mit ¢ > 47 als Linearkombination von {vh RN/ le}
schreiben, dann haben wir die Basis. Wenn nicht, dann muss ein weiteres u;, zu der Liste der linear
unabhéngigen Vektoren vy hinzugefiigt werden, also vi4o 1= u;,.

e So oder so werden wir am Ende des Prozesses bei einer Basis landen, spitestens dann wenn wir
alle u; aufgebraucht haben.

ii) Wir nehmen aus dem Erzeugendensystem S den Vektor v; heraus. Dieser ist linear unabhéngig. Nun
haben wir die gleiche Situation wie in i). Wir fithren die gleiche Konstruktion durch, d.h. wir fiigen
sukzessive Vektoren aus S hinzu, sodass die Vektoren linear unabhéingig bleiben und am Ende haben
wir eine Basis B C S gefunden.

Einen Spezialfall miissen wir hier noch kurz abhandeln: was ist eigentlich die Basis des Vektorraums
{0}, welcher nur den Nullvektor enthilt? Es ist tatsichlich die leere Menge (). Wir haben némlich in Defi-
nition 5.3.9 festgelegt, dass () linear unabhéngig ist. In der Definition 5.3.2 haben wir festgelegt, dass () ein
Erzeugendensystem von {0} ist. Damit erfiillt ) beide Bedingungen und ist die (einzige) Basis von {O} O

Jetzt kann man sich natiirlich fragen, ob die Anzahl von Basisvektoren einer Basis eines endlich-erzeugten
Vektorraums eindeutig ist. Die Antwort ist tatséichlich ja! Beweisen kann man dies mit Hilfe des Aus-
tauschlemmas:

Lemma 5.4.4 (Austauschlemma)
Sei V ein endlich-erzeugter K-Vektorraum. Seien uq,...,u;r € V linear unabhingig und {vl, e ,vl} ein
Erzeugendensystem. Dann gibt es ein ¢ € {1, ceey l}, sodass v, u1, ... ug—1 linear unabhingig sind.

Beweis. Da {’Ul, e ,vl} ein Erzeugendensystem ist, kann man u; als Linearkombination

l
U = Z)\ivi, A €K

i=1
schreiben. Wir behaupten nun, dass es ein unter den Vektoren vy, ..., v; einen Vektor v; ¢ span(uy, ..., ug_1)
gibt und beweisen diese Behauptung durch Widerspruch. Wenn némlich alle v; € span(uy, ..., ug_1) wéren,
dann wire
1 l k-1
Uk = Z )\i’Ui = Z)\Z Z/J,ju]‘.
i=1 i=1  j=1
Das bedeutet aber, dass dann wu; eine Linearkombination von wuq,...,u_1 sein miisste und das ist ein
Widerspruch. Das beweist die Behauptung, dass es mindestens einen Vektor v; ¢ span(uy,...,ug—1) geben
muss. Aufgrund des Schrittlemmas 5.3.10 ist dann aber die Menge {vi, UL,y ,uk_l} linear unabhéngig. [J

Korollar 5.4.5
Sei V' ein endlich-erzeugter K-Vektorraum und {ul, e ,um} linear unabhéngig, sowie {Ul, . ,vn} ein Er-
zeugendensystem. Dann ist m < n.

Beweis. Man wendet einfach das Austauschprinzip mehrmals an:

ULy ...y U linear unabhéngig

Vigy ULy oy Upp—1 linear unabhéngig

Vigs Vg WLy - vy Um—2 linear unabhéngig

Vi qse s Vigs Ul linear unabhéngig
Vi s Vi 15+ + 3 Uiy linear unabhéngig O

Korollar 5.4.6
Die Anzahl Vektoren einer Basis B = {bl, RPN bn} eines endlich-erzeugten K-Vektorraums V' ist eindeutig
bestimmt. Das heisst, zwei Basen eines Vektorraums haben gleich viele Elemente.

Beweis. Seien B = {bl, R bn} und B = {gl, e ,gm} zwei Basen von V. Da sowohl B und B sowohl linear
unabhéngig und erzeugend sind, kann aus Korollar 5.4.5 sowohl m < n als auch n < m gefolgert werden.
Das bedeutet aber, dass m = n. O]
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Aus den Sétzen 5.4.6 und 5.4.3 folgt also, dass die Anzahl von Vektoren in einer Basis eines endlich-

dimensionalen Vektorraums eine feste natiirliche Zahl ist und fiir verschiedene Basen ein und desselben
Vektorraums immer gleich ist. Dies veranlasst uns zu folgender Definition fiir die Dimension eines Vektor-
raums:

Definition 5.4.7 (Dimension)

Die Dimension eines endlich-erzeugten K-Vektorraums ist die Anzahl Vektoren irgendeiner Basis B =
{bl, ceey bn} von V. Ist V nicht endlich-erzeugt, dann heisst V' unendlich-dimensional.

Man schreibt fiir endlich-dimensionale K-Vektorrdume dimg(V) = n und fiir unendlich-dimensionale Vek-
torrdume dimg (V') = oo.

Beispiele von Basen:

1)

Wir haben bereits die Basis {el, €2, 63} des R? kennengelernt. Diese Basis kann man auf den Vektorraum
V = R" verallgemeinern:

Definition 5.4.8 (Standardbasis des R"™)
Die n Einheitsvektoren

1 0 0
0 1 :
€1 = ) €2 = : ) ) €n = 0
0 0 1

bilden die sogenannte Standardbasis des R"™.

Gegeben sei die Ebene

Z1
E:{m: zs | € R3 3x1+x2+x3:O}CR3
€3

im R3.

a) Ist E ein Unterraum?
b) Finde eine Basis von E
Losung:

a) Ja. Es handelt sich um eine Ebene durch den Nullpunkt. Die Ebenen durch 0 sind die zweidimensio-
nalen Unterriume des R3.

b) Wir benétigen zwei linear unabhéingige Vektoren, die in der Ebene liegen. Wir miissen also die Koor-
dinatengleichung in die Parameterdarstellung umwandeln. Zwei Vektoren der Ebene sind z.B.

0 1

Diese zwei Vektoren sind linear unabhéngig und spannen die Ebene auf:

T
E{x Ty | €R? xsathb,s,tGR}
Z3

Sei V = Py der R-Vektorraum der Polynome vom Grad < 2. Die Polynome
pi(z) =1, p2(r) =, p3(z) =

bilden eine Basis des P». Eine andere Basis des P, wire z.B.

q(r) =3, pa(x) = z?, p3(x) = —2x.

Es gibt verschiedene Moglichkeiten fiir die Wahl einer Basis. Hier haben wir z.B. die zwei Basen { D1, D2, pg}
und {ql, q2, Q3} aufgestellt. Unendlich viele weitere Basen sind moglich. Keine Basis ist besser als die an-
dere. Welche man verwendet, héngt von der Problemstellung ab.
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Was es mit der Wahl von verschiedenen Basen in einem Vektorraum auf sich hat, wollen wir anhand des
folgenden Beispiels sehen. Im Vektorraum R? kennen wir natiirlich die Standardbasis {el, eo, 63}. Betrachten
wir den Vektor

2
v=|3] =2e +3ex+ €3
1

im R3. Die obige Notation des Vektors als Spaltenvektor ist beziiglich der Basis {eh €2, 63} zu verstehen.
Eine andere Basis des R3 ist z.B. {bl, b, b3}, wobei

1 2 1
bl = 1 5 bQ = -1 5 b3 = 1
1 5 3

Wir haben im letzten Abschnitt gezeigt, dass diese Vektoren linear unabhéngig sind. Damit sind sie eine
Basis. Das heisst, der Vektor v kann auch beziiglich {bl, ba, b3} ausdriicken, nédmlich

8 1
U:§b1—§b2+0'b3.

Der Vektor v € R? ist also beziiglich der Basis {bl, ba, bg} gegeben durch

8
3

‘ 8 1
v=|-3 :3b1+<—3)bz+0-53~

Das Beispiel zeigt, dass — sobald man einen Vektor als Koordinatenvektor in eine Spalte schreibt — man
eigentlich immer angeben muss, beziiglich welcher Basis der Vektor angegeben ist. Haufig ldsst man die
Angabe der Basis weg, weil sowieso die Standardbasis {61,62,63} gemeint ist. Aber sobald man Basen
wechselt, ist hier Vorsicht geboten. Die Wahl einer Basis entspricht der Wahl eines Koordinatensystems im
Vektorraum. Wenn man nicht angibt, in welcher Basis man rechnet (d.h. in welchen Koordinaten), dann ist
eigentlich nicht klar, welchen Vektor man meint.

Satz 5.4.9 (Koordinatenvektor)
Seien V ein endlich-erzeugter K-Vektorraum und B = {bl, e bn} eine Basis von V. Dann kann jeder Vektor
v € V eindeutig in der Form
v = Z .’Ezbl
i=1

dargestellt werden.

Die n Skalare z; € K heissen Koordinaten oder Komponenten des Vektors v beziiglich der Basis
{bl, et bn}. Der Vektor v € V kann also eindeutig als Koordinatenvektor x € K™ in der Notation eines
Spaltenvektors angegeben werden. Es besteht eine eindeutige Beziehung zwischen v € V und

T
T2
T = . e K"

Tn

Bemerkung;:
Die Darstellung eines Vektors v als Koordinatenvektor hiangt von der Wahl der Basis und der Reihenfolge
der Basisvektoren ab.

Beispiel:
Wir betrachten in P, das Polynom
p(x) = 6 — 22 — 2%

und wéhlen die Basis {p1,p2,p3}, wobei

pi(z) =1, p2(z) =z, p3(x) = x”.

Diese Polynom ist als Linearkombination in dieser Basis gegeben durch

p(x) = 6p1(2) — 2p2(x) — 2ps(x).
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Damit kann dieses Polynom als Koordinatenvektor im R? verstanden werden, also

6
p=1-2]eRr?
—2

Man beachte, dass die Schreibweise als Koordinatenvektor von der Wahl der Basis abhéngt. Wihlen wir z.B.
die Basis {ql, qg,qg} mit

q1(z) =3, pa(r) = 27, p3(z) = —2z.

Dann gilt:
p(x) = 2q1(x) — 2g2(x) + 1gz(x).

Beziiglich der Basis {ql, q2, Q3} schreiben wir also den Koordinatenvektor

2
p=[-2| eRr
1

5.5 Unendlich-dimensionale Vektorraume

In diesem Abschnitt wollen wir uns noch ganz kurz mit unendlich-dimensionalen Vektorrdumen beschéftigen.
Unendlich-dimensionale Vektorrdume sind vor allem Vektorrdume, die aus Funktionen bestehen. Es folgen
einige Beispiele:

Beispiele:
1) Die Menge der Polynome R[z] ist ein unendlich-dimensionaler Vektorraum.

2) Die Menge aller reellen glatten (d.h. unendlich oft differenzierbaren) Funktionen C*°(R) ist ebenfalls
ein unendlichdimensionaler Vektorraum. Da Polynome unendlich oft differenzierbar sind, ist als R[z] ein
Unterraum von C'*°(R). Das heisst, obwohl der Vektorraum C'*°(R) gewissermassen viel grosser als R[z]
sind beide Rdume unendlichdimensional.

3) Die unendlich oft differenzierbaren Funktionen sind natiirlich eine Teilmenge der Menge C*(R) der stetig
differenzierbaren Funktionen, welche wiederum eine Teilmenge der Menge C(R) der stetigen Funktionen
ist. Wir haben also eine ganze Schar von unendlich-dimensionalen Vektorrdumen, die aus Funktionen
bestehen, namlich

R[z] ¢ C*(R) c C*(R) C C(R).

Wie steht es nun mit Basen von unendlichdimensionalen Vektorraumen. Im letzten Abschnitt haben wir
gesehen, dass endlichdimensionale Vektorrdume immer eine Basis haben. Erstaunlicherweise gilt das sogar
fiir alle Vektorrdume:

Satz 5.5.1
Jeder Vektorraum besitzt eine Basis.

Im letzten Abschnitt haben wir diesen Satz fiir den endlichdimensionalen Fall bewiesen. Den Satz auch im
allgemeinen Fall zu beweisen, wiirde den Rahmen dieser Vorlesung aber sprengen. Wir wollen aber trotzdem
einen dusserst interessanten, aber etwas philosophischen Aspekt zum Beweis dieses Satzes ansprechen. Fiir
dessen Beweis muss man nimlich das sogenannte Auswahlaxiom? oder eine dazu dquivalente Aussage wie
z.B. das Zornsche Lemma benutzen. Das Interessante am Auswahlaxiom ist nicht so sehr seine Aussage,
sondern dass es zu denjenigen Aussagen in der Mathematik gehort, die man weder beweisen noch widerlegen
kann. Ja, ja, solche Aussagen gibt es in der Mathematik! Der &sterreichische Mathematiker Kurt Godel
(1906-1978) hat gezeigt, dass egal auf welchen Axiomen man die Mathematik aufbaut (mit etwas muss man
ja anfangen), man immer entweder einen logischen Widerspruch bekommt (das darf natiirlich nicht sein)
oder man halt Aussagen wie das Auswahlaxiom im System hat, von denen man einfach annehmen muss,
dass sie wahr oder falsch sind (Unvollstéindigkeit). Beim Auswahlaxiom nimmt man in der Mathematik also
einfach an, dass es stimmt und benutzt es zum Beispiel im Beweis von Satz 5.5.1. Wiirde man stattdessen

3Das Auswahlaxiom besagt, dass fiir eine gegebene Menge von Mengen immer eine Funktion existiert, die es erlaubt aus
jeder der Mengen jeweils ein Element auszuwihlen. Eine solche Funktion heisst Auswahlfunktion. Wichtig ist die Tatsache, dass
die Mengen auch unendlich viele Elemente haben diirfen.
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annehmen, dass das Auswahlaxiom falsch ist, dann trifft Satz 5.5.1 (und viele andere Eigenschaften, die
das Auswahlaxiom benutzen) nicht zu! Man bekommt dann eine ganz andere Mathematik, die auf einem
etwas anderen Fundament aufgebaut ist, aber genauso logisch geschlossen und widerspruchsfrei ist. Jetzt
kénnte man verzweifelt fragen: warum ist dann “unsere” Mathematik mit dem Auswahlaxiom die Richtige
und nicht diejenige ohne das Auswahlaxiom? Die Antwort darauf ist so einfach wie schockierend: beide
sind eben richtig. Beruhigend ist, dass fiir die meisten konkrete Probleme in der Praxis — in den Ingenieur-
und Naturwissenschaften — das Auswahlaxiom kaum benutzt werden muss.* Damit ist es also in der Praxis
meistens irrelevant mit welchem Fundament man beginnt.

Satz 5.5.1 ist ein gutes Beispiel, denn er spielt in der Praxis kaum eine Rolle, wie wir gleich erldutern
werden. Der Satz ist zwar eine sehr starke Aussage. Sie bedeutet, dass man auch fiir einen unendlichdi-
mensionalen Vektorraum eine (zwar unendliche) Teilmenge B finden kénnte, sodass man jedes v € V als
Linearkombination

v=> Mevr, A €K, vy € BVk
k=1

schreiben kann, also als Linearkombination von endlich vielen (sic!) Vektoren v;, aus der Basis B. Leider
lésst sich in konkreten Beispielen von unendlichdimensionalen Vektorrdumen fast nie eine solche Basis finden,
obwohl man weiss, dass es sie geben muss. So etwas passiert ab und zu in der Mathematik: zeigen, dass es
etwas existiert und dieses entsprechend dann auch zu finden, sind héufig zwei verschiedene Paar Stiefel.

Beispiele:

1) Der Vektorraum der reellen Polynome R[z] hat die Menge {1, x,x?, 23, .. } als Basis. Man sieht, dass die
Basis unendlich viele Elemente enthélt. Aber natiirlich lédsst sich jedes Polynom in der Form

n
plz) = Zakxk, n € Ny
k=0

schreiben.

2) Wenn wir eine Basis des Vektorraums C ([0, 27]) der stetigen Funktion auf [0, 27| finden wollen, miissen
wir bereits kapitulieren. Zum Beispiel ist die Menge der Funktionen {cos(mt),sin(nt)}, m € No, n € N
zwar linear unabhiingig. Sie ist aber kein Erzeugendensystem. Im néichsten Abschnitt werden wir sehen,
dass man aber diese Menge trotzdem irgendwie als “Basis” benutzen kann. Das heisst, man erweitert den
Begriff einer Basis ein bisschen, indem man unendliche Linearkombinationen zulésst.

5.6 Vektorrdume mit Skalarprodukt

Im Abschnitt 2.2 haben wir die euklidische Norm und das euklidische (oder kanonische) Skalarprodukt auf
den Vektorrdumen R™ und C™ kennengelernt. Die euklidische Norm liefert uns die Lange von Vektoren
und mit ihrer Hilfe kann man auch den Abstand von zwei Punkten bzw. (Orts-)vektoren ausrechnen. Aus
dem Skalarprodukt dagegen kann man ableiten, was man unter einem “rechten Winkel” versteht, bzw. was
orthogonale Vektoren sind. Das Skalarprodukt fiihrte uns dann zur Orthogonalprojektion und die Orthogo-
nalprojektion lieferte uns eine Formel fiir den Winkel zwischen Vektoren. Norm und Skalarprodukt verleihen
also den Vektorrdumen R™ und C" eine elementare geometrische Struktur (Lédnge, Abstidnde und Winkel).
Diese geometrische Struktur mochten wir gerne auch auf allgemeineren Vektorrdumen haben. Mit dieser
Verallgemeinerung bekommen auch diese Vektorrdume eine geometrische Struktur, die es uns erlaubt von
Orthogonalitiat und Léangen von Vektoren, sowie von Abstéinden und Winkeln zwischen Vektoren zu sprechen.

5.6.1 Normen auf Vektorriumen

Wir starten mit der Definition einer Norm:

Definition 5.6.1 (Norm)
Sei V' ein K-Vektorraum. Eine Norm ist eine Abbildung von V auf die nicht negativen reellen Zahlen,

-l + V— [0, 0],

welche die folgenden Eigenschaften besitzt:

4Seit einigen Jahren kennt man allerdings auch konkrete Beispiele, bei denen das Resultat von der Giiltigkeit des Auswahl-
axioms abhédngt. Das heisst so ganz ohne, ist dieses Problem nicht.
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i)

ii)

iii)

|I|| ist absolut homogen:
ol = A loll, Yo eV, AeK.

||I-]| ist subadditiv (Dreiecksungleichung):

o+ wll <ol + [lwll,  Vo,weV

||-|| ist definit:
o =0 = wv=0.

Ein Vektorraum V', der mit einer Norm versehen wurde, heisst normierter Vektorraum.

Be
i)

ii)

iii)

Be
1)

merkungen:
Eine Norm induziert automatisch eine sogenannte Metrik. Wenn man nédmlich zwei Vektoren v,w € V
hat, dann definiert
d(v,w) = ||lv — w||

den Abstand zwischen v und w. Mit einer Norm kann man also den Vektorraum “vermessen”. Das ist
genau das gleiche Prinzip wie wenn man den Abstand von zwei Punkten im R? ausrechnet. Man nimmt
die Differenz der beiden Ortsvektoren (den Verbindungsvektor) und berechnet dessen Norm.

Solange man auf einem Vektorraum V keine Norm hat, gibt es auch keine Grenzwerte von Folgen und
auch keine Reihen. Denn wenn man eine Folge (v,,)nen in einem Vektorraum hat, dann hat sie einen
Grenzwert v € V, also

lim v, = v,
n—oo

falls
Ve>03IneN: |jv—uvl <eVk>n.

Das nennt man dann eine konvergente Folge. Die Definition eines Grenzwertes benétigt also eine Norm,
denn die Folge soll sich ja wenn n — oo dem Grenzwert annidhern. Der Abstand zum Grenzwert soll
immer kleiner werden. Das funktioniert aber nur, wenn man einen Abstand iiberhaupt ausrechnen kann.
Dazu braucht man die Norm.

Besitzt ein normierter Vektorraum V' noch zusétzlich die Eigenschaft der Vollstindigkeit, d.h. fiir
jede konvergente Folge in V ist auch deren Grenzwert in V', nennt man V einen Banachraum. Da
endlichdimensionale normierte Vektorrdume automatisch vollstédndig sind, sind sie alle Banachrdume.
Die Theorie iiber (vor allem unendlichdimensionale) Banachridume fiillt ganze Biicher und man kann
ganze Vorlesungen nur iiber diese Banachrdume abhalten.

ispiele:

Euklidische Norm. Auf den Réumen R™ und C™ kennen wir bereits die Norm (siehe Abschnitt 2.2)

n n
2
|~T||2:\Z|$i| =D = =zeR"
i=1

i=1
n n

21l = Z |Zz|2 = ZZzi, z e C".
i=1 i=1

Diese Norm entspricht dem, was wir unter der natiirlichen Linge von Vektoren verstehen und ist deshalb
die am meisten verbreiteste Norm. Zur Unterscheidung von weiteren Normen, die wir gleich kennenlernen
werden, haben wir der euklidischen Norm ein Index 2 verpasst. Ebenso gut konnten wir ndmlich weitere
Normen auf K" einfithren, zum Beispiel:

2) p-Normen. Fiir eine natiirliche Zahl 1 < p < oo definiert man die Normen

n 1/p
Iz, = (Z Iwip>
i=1

auf dem K”. Jetzt wird auch die Schreibweise ||-||, fiir die euklidische Norm klar. Es handelt sich ndmlich
um die Norm mit p = 2. Oops, das heisst, wir kennen allein auf K™ nun schon unendlich viele verschiedene
Normen! Eine weitere mogliche Norm auf K™ ist auch noch die
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3)

Maximumnorm:
lolloo = max fa.

Diese Norm entspricht also einfach dem Betrags méssig grossten Eintrag im Vektor.

Auch auf dem Vektorraum der Matrizen K™*" kann man Normen definieren. Eine mogliche Norm, die
der euklidischen Norm fiir Vektoren entspricht ist die sogenannte Frobenius-Norm

Die Normen aus den obigen Beispielen lassen sich ganz simpel auch auf den Vektorraum K™*" der
Matrizen iibertragen. Fiir A € K"™*™ definieren

m n
2D layl*

i=1 j=1

1Al =

Weitere verwendete Normen sind die

n

14l = @g;ml
pm

die Zeilensummennorm, bei welcher man die Summe {iber alle Zeilen bildet und dann den betragsmissig
grossten dieser Werte bestimmt und analog dazu die Spaltensummennorm

m
Al == max > | .
=1

1<j<n
Es gibt noch weitere Normen auf K™*™ wie zum Beispiel die Spektralnorm || A||,, auf die wir aber hier
nicht weiter eingehen méchten.

Eine Funktion f : R — R heisst beschrinkt, wenn es eine reelle Zahl M > 0 gibt, sodass |f(z)| < M,
Vz € R. Sei nun
C’(R) := {f R—>R ’ f stetig und beschrankt}

die Menge der stetigen und beschrinkten Funktionen. Auf dieser Menge definiert
[fllee = sup [f ()]
z€R

eine Norm. Unter dem sogenannten Supremum sup versteht man die Kleinste der oberen Schranken M.
Diese Norm auf C*(R) heisst Supremumsnorm. Es gilt beispielsweise |[sin|| ., =1 und |arctan|| = .
Ist der Definitionsbereich einer stetigen Funktion ein abgeschlossenes Intervall [a,b] C R, dann ist die
Funktion automatisch beschrénkt. Die Supremumsnorm ||-|| ., definiert also auch auf dem Vektorraum

C ([a,b]) := {f b > R ‘ f stetig}
der stetigen Funktionen auf [a, b] eine Norm.

Fiir ein p € N betrachten wir die Menge der sogenannten p-integrierbaren Funktionen

LP(R) := {f:R—> C ‘ f rnessbar,/Oo |f(2)|P dx < oo}.

— 00

Wir definieren hier nicht genau, was messbare Funktionen sind; die Messbarkeit ist erforderlich, damit das
Integral definiert ist. Es handelt sich hier aber um das Lebesgue-Integral und nicht um das herkommliche
Riemann-Integral. Doch das soll uns hier nicht weiter beschiiftigen. Wichtig ist: bei LP(R) handelt es sich

um einen C-Vektorraum und durch
00 1/p
= ([ 15 as)

wird auf LP(R) eine Norm definiert.

Soviel zu Normen und normierten Vektorraumen.
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5.6.2 Skalarprodukte auf Vektorrdumen

Kommen wir zum Skalarprodukt. Bei der Definition des Skalarprodukts miissen wir zwischen reellen und
komplexen Vektorrdumen unterscheiden.

Definition 5.6.2 (Skalarprodukt)
Skalarprodukt auf R-Vektorrdumen:
Ein Skalarprodukt auf einem R-Vektorraum V ist eine Abbildung

(,):VxV-—0R,
welche die folgenden Eigenschaften erfiillt:
i) (-,-) ist bilinear, d.h.

[ </\1’Ul + )\2U2,1U> = )\1<v1,w> + )\2<U2,w> Yoy, vo,w €V, A1, A2 ER
o (v, \wy + Aaws) = A (v, w1) + Aa{v,we) Vo, wyi,we €V, A;, A2 €R

ii) (-,-) ist symmetrisch, d.h.
(v,w) = (w,v) Yv,weV

iii) (-,-) ist positiv definit, d.h.

(v,v) >0, YveV,
(v,v) =0, & wv=0.

Ein Skalarprodukt auf einem R-Vektorraum V' ist also eine positiv-definite, symmetrische Bilinearform.
Einen R-Vektorraum versehen mit einem Skalarprodukt (-, -) bezeichnet man als einen euklidischen Vek-
torraum.

Skalarprodukt auf C-Vektorrdumen:
Ein Skalarprodukt auf einem C-Vektorraum V ist eine Abbildung

(,): VxV —C,
welche die folgenden Eigenschaften erfiillt:
i) () ist sesquilinear®
o (A\v1 + Aav2, w) = A1 (v1, w) + Aa{va, w) Vo, wi,wa €V, A, A2 € C
o (v, \wy + Aawsz) = A (v, w1) + Aa{v,wae), Yo, ve,w €V, A\, 2 €C

(+,-) ist linear in der ersten Komponente und semilinear (d.h. linear bis auf komplexe Konjugation) in
der zweiten Komponente, daher sesquilinear.

ii) (-,-) ist hermitesch, d.h.

(v,wy = (w,v) Yv,w eV
iii) (,-) ist positiv definit, d.h.

0, YoeV,
(v,v) =0, & wv=0.

Ein Skalarprodukt auf einem C-Vektorraum V' ist also eine positiv-definite, hermitesche Sesquilinearform.
Ein C-Vektorraum versehen mit einem Skalarprodukt (-, -) heisst unitirer Vektorraum.

Bemerkung:

Wenn ein Vektorraum V' mit Skalarprodukt noch zusétzlich vollstédndig ist (also jede konvergente Folge
in V hat einen Grenzwert in V'), nennt man V einen Hilbertraum. Endlich-dimensionale Vektorrdume
mit Skalarprodukt sind automatisch vollstéindig, und daher alles Hilbertrdume. Hilbertrdume sind enorm
wichtig in der Quantenmechanik.

5lateinisch: sesqui=anderthalb
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Beispiele:

1) Das Paradebeispiel, welches als Modell fiir die obigen Definition diente, ist das Standardskalarprodukt
auf dem R" bzw. auf dem C™:

n
(wy)=x-y=> xy, x,ycR"

i=1
n

(w,z) =w-z:= E wiz; w,z € C™.
i=1

Das kennen wir schon. Beachten Sie, dass das Standardskalarprodukt und die Standardnorm zusammen-
gehoren und iiber die Formel

[zlly = vz, )

miteinander verkniipft sind. Mehr dazu weiter unten.

2) Die Menge der Matrizen K™*", egal ob reell oder komplex, ist ja auch ein Vektorraum (und zwar ein
m - n-dimensionaler). Ein Skalarprodukt auf den Matrizen kann man durch

(A,B):=tr (A"B), A,BeR™",
(A,B) :=tr(A*B), A,BeC™*".
Ist das wirklich ein Skalarprodukt? Uberpriifen wir dies (fiir den komplexen Fall):
e Wir schauen nur die Semilinearitdt in der 1. Komponente an:
(A, B) = tr (M)*B) = tr(AA*B) = Mr(A*B) = XA, B)

e Die Spur einer Matrix hat die Eigenschaft, dass tr(A4) = tr(A*). Aus dieser Eigenschaft folgt, dass
(A,B) = tr(A*B) = tr((A*B)*) = tr(B*A) = (B, A).

e Ist A € K™*™ dann ist AA* eine hermitesche m x m-Matrix. Es gilt:

(A, A) = tr(A"A) = lailly =D ai;[* > 0.
=1

i=1 j=1

Offensichtlich ist also (A, A) = ||A||§, — auch das Skalarprodukt fiir Matrizen hat seine zugehorige
Norm.

3) Auf dem Vektorraum P,, der Polynome vom Grad < n definiert das Integral

(p,q) == / p(x)q(x)dx

-1
ein Skalarprodukt.

4) Auf dem Vektorraum L?(R) der quadratintegrierbaren Funktionen auf R ist ein Skalarprodukt definiert
durch das Integral

= [ T T @e@)de,  f(@),9(x) € IA(R).

Der Hilbertraum L?(R?) der quadratintergrierbaren Funktionen spielt eine wichtige Rolle in der Quan-
tenmechanik. Ein Elektron (z.B. im Wasserstoffatom) wird ndmlich quantenmechanisch durch eine Wel-
lenfunktion ¢ (z) € L*(R?), z € R?, beschrieben und zwar eine Funktion mit Norm [|¢||;. = 1. Unter
421, 29, 3)|° versteht man die Wahrscheinlichkeitsdichte, dass sich das Elektron am Ort (z1|zs|zs)
befindet. Deshalb muss auch die Norm 1 sein, da die Wahrscheinlichkeit ingesamt 1 ergeben muss. Das
Elektron muss ja irgendwo im R? sein.

Satz 5.6.3 (Induzierte Norm)
Sei V ein K-Vektorraum mit einem Skalarprodukt (-,-), also entweder ein euklidischer oder ein unitérer
Vektorraum. Dann ist die Abbildung

I : vV —K
v ol = Vv, v)

eine Norm auf V. Ein Skalarprodukt induziert also immer eine zugehorige Norm auf V' und macht damit V/
zu einem normierten Vektorraum.
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Bemerkung;:

Ein Skalarprodukt ist also eine tiefere algebraische Struktur auf einem Vektorraum als eine Norm. Denn
wenn man ein Skalarprodukt hat man automatisch auch eine Norm, aber nicht umgekehrt. Mit einer Norm
lassen sich Vektoren messen (Linge) und damit Grenzwerte definieren, mit einem Skalarprodukt kann man
aber sogar Winkel ausrechnen. Mehr dazu im néchsten Abschnitt.

Beispiele:

1) Fiir den Vektorraum K™ haben wir den Zusammenhang zwischen Standardnorm und Standardskalarpro-
dukt bereits im Abschnitt 2.2.2 festgestellt.

2) Fiir den Vektorraum der Matrizen K™*" mit dem Skalarprodukt
(A, B) = tr(A*B)

ist die zugehorige Norm die Matrixnorm

;|

[Allp = V(A A) =

3) Fiir den Raum L?(R) ist die vom Skalarprodukt
(f9) = [ Folgla)da

induzierte Norm die L2-Norm
o 2
17l = VT =) [ 1f@P ds
—oo

Satz 5.6.4 (Cauchy-Schwarz Ungleichung)
Sei (V,{(-,-)) ein euklidischer oder unitérer Vektorraum und |-|| die vom Skalarprodukt induzierte Norm.
Dann gilt:

(v, w)| < ol Jwl]l,  Vv,w eV

Beweis. Wenn w = 0, dann ist die Cauchy-Schwarz Ungleichung automatisch erfiillt. Wir diirfen also an-
nehmen, dass w # 0. Fiir ein beliebiges A € K berechnen wir:
0 < [lv—Awl|®> = (v — Aw, v — Aw) = (v,0) — (v, \w) — Aw, v) + (Aw, Mw)
= (v,v) — Mv,w) — Mw,v) + A\ w, w)
= JJoll* = Av, w) = Mw, v) + [A]” fJw]|*
= [[o]|* = Av, w) = X(o,w) + AP ]|

Wir setzen nun

in die Ungleichung ein:

2 fow) (v, w) o)l
ol = i (v wh = ] + S
O o L X R U O (U

] ] el
B [ R AR
lel® el ol
2wl
ol ~
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Jetzt haben wir also die Ungleichung
2
(v, w)]

2
[l

gefunden. Durch Multiplikation mit ||w||* findet man daraus

2
0<|vl” =

2 2 2
0 < foll” - lwll™ = (v, w)|

und daraus wiederum durch Ziehung der Wurzel die Cauchy-Schwarz-Ungleichung

[{v, W) < [Jof| - fJw] - 0

Definition 5.6.5 (Offnungswinkel)
Sei V' ein R-Vektorraum mit einem Skalarprodukt (-,-). Es handelt sich also um einen euklidischen Vek-
torraum. Wir definieren den Winkel zwischen zwei Vektoren v # 0 und w # 0 durch die Formel

Z(v,w) := arccos ((v,w)) .
[[o]] {Jwl]
Bemerkungen:
e Die Formel fiir den Winkel zwischen zwei Vektoren ist vollkommen analog zur entsprechenden Formel

im R™ (Definition 2.2.8).

e Es ist prinzipiell auch moglich, Zwischenwinkel fiir C-Vektorrdume zu definieren. Es gibt dann aber
mehrere Moglichkeiten, wie man imaginire Winkel interpretieren konnte. Wir beschrénken uns deshalb
hier auf die reellen Vektorrdume, wo wir — wie gewohnt — immer einen Winkel im Intervall [0, 7] erhalten.

Definition 5.6.6 (Orthogonalprojektion)
Sei V ein K-Vektorraum mit einem Skalarprodukt (-, ) und v,w € V zwei Vektoren in V. Die Orthogonal-
projektion von v auf w ist dann
_ (w,v)
w P}
[[w]

Im néchsten Abschnitt werden wir diese Formel vor allem im Spezialfall ||w|| = 1 benutzen.

5.6.3 Orthonormalbasen

Erst wenn auf einem K-Vektorraum V ein Skalarprodukt (-, -) definiert ist, hat man auf diesem Vektorraum
eine geometrische Struktur, d.h. man kann dann von Winkeln, insbesondere von rechten Winkeln sprechen
und es ist klar, was darunter zu verstehen ist. Namlich:

Definition 5.6.7 (Orthogonale Vektoren)
Sei (V, (-, -)) ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt. Zwei Vektoren v,w € V heissen orthogonal oder recht-
winklig, falls ihr Skalarprodukt verschwindet,
(v,w)y = 0.
Bemerkung:

Der Nullvektor ist orthogonal zu einem beliebigen Vektor v € V.

Im Vektorraum R® war und ist uns das véllig geldufig. Wir haben das Standardskalarprodukt und die

Standardbasis {ei}1<i<3, wobei

1 0 0
€1 = 0 ) €2 = 1 5 €3 = 0
0 0 1

Was macht diese Basis so speziell und praktisch? Es ist die Tatsache, dass es eine orthonormierte Basis
ist, d.h. die Basisvektoren sind orthogonal (senkrecht) und normiert (Linge 1). Mit dem Skalarprodukt
ausgedriickt, gilt also

(e1,e2) = (e1,e3) = (e2,e3) =0,

ferer) = llexl® =1, (ezyeo) =lez|” =1 und ez es) = [les|” = 1.

Allgemein ist eine orthonormierte Basis wiefolgt definiert:
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Definition 5.6.8 (Orthonormalbasis)
Sei (V,(:,-)) ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum mit Skalarprodukt und dimg (V) = n. Eine Basis

{617 R en} heisst Orthonormalbasis, falls die Basisvektoren paarweise orthogonal zueinander sind und
alle Norm 1 haben (Einheitsvektoren), d.h.

1 i=j
e e) =08, =
(€:,€5) ij { 0 i+
Was ist aber nun genau der Vorteil, einer orthonormierten Basis? Betrachten wir dazu eine beliebigen
Vektor x € R3. Beziiglich der Standardbasis {ei}1 <;<3 ist er gegeben durch die Linearkombination
T = x1€1 + Toeo + x3€3,

sein Koordinatenvektor ist also
1
T2
x3

Nun lésst sich sehr leicht feststellen, dass es aufgrund der Orthonormalitéit der Standardbasis eine einfache
Formel fiir die Koordinaten x;, ¢ = 1,2, 3, gibt. Die Koordinaten sind namlich Orthogonalprojektionen auf
die Basisvektoren. Denn es gilt:

<€1,x>
lle]|

T = = (e1, x), x9 = {eg,x), und xz3= (e3,x)

Hat man also eine orthonormierte Basis in einem Vektorraum, dann muss man, um die Koordinaten eines
Vektors beziiglich dieser Basis zu finden, kein lineares Gleichungssystem losen, sondern man muss nur die
Skalarprodukte des Vektors mit den Basisvektoren ausrechnen.

5.6.4 Gram-Schmidt-Verfahren

Wenn also orthonormierte Basen so praktisch sind, wie findet man denn eine solche Basis? Normalerweise
hat man ja bei einem bestimmten Vektorraum V erstmal nur eine beliebige Basis {wl, . ,wn} gegeben. Nun
gibt es tatsdchlich einen Algorithmus, wie man aus einer beliebigen Basis eine orthogonale Basis macht.
Dieser Algorithmus heisst Orthogonalisierungsverfahren von Gram-Schmidt.

Satz 5.6.9 (Gram-Schmidt)
Sei (V,{(-,-)) ein endlichdimensionaler K-Vektorraum (dimg(V) = n) mit Skalarprodukt und einer Basis
{wl, e ,wn}. Dann existieren Vektoren vy, ..., v,, sodass

i) {v1,...,v,} ist eine orthogonale Basis von V.
il) v1 = wy und v; = w;+ Linearkombination von wy, ..., w;_q fiir i > 1.

Fiir die Berechnung der orthogonalen Basis {vl, cee vn} kann die rekursive Formel

(v, wi)

<’Uk,’Uk> Vi (51)

k=1

verwendet werden. Das durch die Formel (5.1) erhaltene Verfahren fiir die Orthogonalisierung einer Basis
nennt man das Gram-Schmidt-Verfahren.

Auf einem Vektorraum mit Skalarprodukt nehme man also eine beliebige Basis {wl, . ,wn}, fithre das
Gram-Schmidt-Verfahren durch und schon hat man eine orthogonale Basis {’Ul, e ,vn}. Aus der orthogo-
nalen Basis kann man dann noch leicht eine orthonormierte Basis basteln, indem man die Basisvektoren, die
einem das Gram-Schmidt-Verfahren ausspuckt noch normiert (auf Linge 1 bringt), durch

v;

€; = ,i:l,...,n
s l

Dann ist {61, ey en} eine orthonormierte Basis.
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Korollar 5.6.10
Jeder endlich-dimensionale K-Vektorraum V mit einem Skalarprodukt besitzt eine orthonormierte Basis
{ei}z':l .- Beziiglich dieser Basis ist ein beliebiger Vektor v € V' gegeben durch

v=">Y (e;,v)e;

n
i=1
d.h. {e;, v),i=1,...,n, sind die Koordinaten von v beziiglich der orthonormierten Basis {ei}izl_... n

Beweis. Man beginnt mit einer beliebigen Basis, fithrt das Gram-Schmidt-Verfahren durch und normiert die
erhaltenen Basisvektoren auf Norm 1. Fiir ein v € V ist die Orthogonalprojektion auf den i-ten Basisvektor
gegeben durch

€;, U
B <|;i2> e; = (ei; v)ei
7

Daher ist (e;, v) die i-te Koordinate beziiglich (e;);=1

€4

n O

,,,,,

Wir spielen das Gram-Schmidt-Verfahren an drei Beispielen einmal durch:

Beispiele:
i) Wir betrachten die Ebene
E = {o € R*| 321 + 205 + 23 = 0} C R?

durch den Nullpunkt. Diese Ebene ist ein Unterraum des R® und wir statten E deshalb mit dem
Standardskalarprodukt aus. Eine Basis von E ist z.B. gegeben durch die beiden Vektoren

Das heisst, wir konnten die Ebene durch die Parameterdarstellung

1 0
E:rg=aw;+bwys=a| 0 | +b| 1 |, abeR
-3 -2

beschreiben. Wir wollen nun daraus mit dem Gram-Schmidt-Verfahren eine orthonormierte Basis ma-
chen. Fiir den ersten Vektor bekommen wir einfach

V1 =W = 0
-3

Diesen normieren wir noch auf die Linge eins und bekommen
U1 - 1 é
loafl V10 \ _3
Den zweiten Vektor berechnen wir mit der Formel (5.1):

0 1 -3
CLICE P I R O I
vy v L y 10 \ 4 5\

Vo = Wy —

Normiert auf die Linge eins erhilt man

(%) 1

l2ll V35 | 4

Somit ist die gesuchte Orthonormalbasis von E gegeben durch:
{er,e0) = {1 (1) L },3 }
1,€2 /710 3 ) /735 )
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Was ist der Witz daran? Der Punkt P(1|1| — 5) liegt z.B. auf der Ebene. Um seine Koordinaten a
und b beziiglich der Basis {wl7 w2} zu berechnen, miissten wir ein lineares Gleichungssystem losen. Die
Koordinaten beziiglich der orthonormierten Basis sind jedoch ganz einfach die beiden Skalarprodukte

1 1 (1! 1 8v/10
s = 11, —1 0 = —16= ——,
_5 \/ﬁ _3

1 1 (73 7 V35
=1 ] =5 ))= =V
5] V35 |1

Der Punkt P hat also beziiglich {61, 62} den Koordinatenvektor

s\ _1(8/10
t) 5\ V35 )’
denn in der Tat ist

se| +teg =

Im R? sei die Basis

1 1 1
b1 = 0 s b2 = 1 s und bg = 1
0 1 -1
gegeben. Man finde die zugehorige orthonormierte Basis nach Gram-Schmidt. Der erste Vektor ist
1
v = bl = 0
0
Der zweite Vektor ist
1 1
1 < 0]+ |! > 1 1 1 0
b 0 1 1
vz=bz—<vl7 §>U= 1) -————5— 0| =|1]-710] =11
oa]] 1 1 0 1) 1 \o 1
0
0

Schliesslich ist dann der dritte Vektor noch:

—
/\
O O =
-
—

~

1
b b
v3 = b3 — <’U17 §>U1 — <U2’ §>’U2 = 1 — 3 O — 3
[[va| [[va | -1 1 0 0 1
0 1
0 1
1 1 0 0
=111~ 1 0] — g 11=11
-1 0 1 -1
Um die Basis noch zu normieren wéahlen wir:
1 0 0
1 1
epr=v1=|(0], e b2 1 und ez s

= —— = — = = 1
0 lo2ll V2 |4 losll — v2 \ ¢

Es ist noch wichtig zu beachten, dass wir aus dem Gram-Schmidt-Verfahren nicht immer eine rechtshéndige,
orthonormierte Basis bekommen. Stellt man ndmlich die drei Basisvektoren in eine Matrix (diese ist au-
tomatisch orthogonal, als in O(3)), dann erhélt man die Determinante

1 0 O 1100

0 % H|=-001 1|=-1
0 L 1) 205 1
VR
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Also gerade bei diesem Beispiel wird die orthonormierte Basis linkshéndig. Das kann man jedoch leicht
korrigieren, indem man entweder zwei Vektoren vertauscht, also

{éli’ 1?}
0,\/5717\/51

wéhlt, oder einen Basisvektor umlegt, also

= O
= O

1
o))

iii) Sei P, der Vektorraum der reellen Polynome vom Grad < n mit der Basis {1,x, . ,x”} und dem
Skalarprodukt

am Ende Wir begniigen uns damit, mit dem Gram-Schmidt-Verfahren eine orthogonale (und nicht
orthonormierte) Basis von P, zu finden. Der Anfang ist gemacht, das erste Basispolynom ist
po(z) = 1.

Das néchste Polynom ist
(1,2)
(1,1)~

Um das auszurechnen, miissen wir all die Skalarprodukte berechnen. Wir starten mit

1 2
(1,m):/ l-xdx:%

-1

pi(x) =2 —

1
=0
-1

Hoppla! Die Polynome 1 und z sind also schon orthogonal und wir bekommen also einfach

p1(z) = x.

Weiter ist (po(), z2) (p1(x), 2%)
_ g2 o), 7)oy @), 2Ty
P = @@ B @

Die Skalarprodukte, welche wir hier ausrechnen miissen, sind:

1 31

2
(po(z), z?) = (1, 2°) = / 1-a2de = 2| = =,
1 31, 3
1 1
(po(x),po(x)) = (1,1) :/ 1-lde =2 =2,
-1 1
1 3:4 1
(p1(z), 22) = (2, 2?) = / 2ddr =" =0.
1 41,
Diese Integrale eingesetzt liefert uns
2/3 1
2 2
=z——-1-0=2"—-.
P2(e) 2 3
Das vierte Polynom ist
) 1,3 ) 1,3 ’ xB
pa(x) = ° — tpo >p0 - (o1 >p1 - (P2 >p2
{Po; po) (p1,p1) (P2, p2)
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Die Integrale dazu sind gegeben durch

1 41
o(e).a%) = (10" = [ afie =T <o,
. 4|,
1 511 9
i(a), %) = (oo = [ atdo= T =2
o 5/, 5
1 {L‘?’ 1 2
(p1(x),p1(x)) = (2, 2) = / Pide=—| =2,
-1 4 3

Damit haben wir ps(z) zusammengestellt, ndmlich

2/5 3
3 3
z)=2"-0————Z2x—-0=2"— —z.
Nun werden wir langsam miide und brechen hier ab mit der Gewissheit, dass wir bis zu einem beliebigen
n weitermachen kénnten, wenn es denn sein miisste. Wir normieren die Polynome alle noch so, dass
P, (1) = 1. So erhalten wir schliesslich die ersten paar Polynome

Po(w) = po(z) = 1,

Pi(z) = pi(z) =z,

Py(x) = gpg(x) = % (3x2 — 1) ,
Ps(x) = gpg(x) = % (5m3 —3z) .

Die so normierten, orthogonalen Polynome, die eine Basis des P, bilden, sind die beriihmten Légendre-
Polynome. Die ersten fiinf Légendre-Polynome sind in der Abbildung 5.1 dargestellt.

\\ —~_—+ /| — et
>< / P1(x)

_1I \ —‘IC-.E- 375 /l'ﬁ Pz(x)
— Palx)

—551- — — Pa(x)

Abbildung 5.1: Die ersten fiinf Légendre-Polynome (also bis zur vierten Potenz) im Intervall [—1, 1].

Ja, ja. Wir merken es anhand dieser Beispiele schon: fiir relativ grosse Vektorrdume mit vielen Dimensionen
wird das Gram-Schmidt-Verfahren méchtig mithsam werden. Aber was will man mehr? Immerhin hat man
ja nach all den Strapazen eine orthogonale/orthonormierte Basis in den Hénden und das ist schliesslich nicht
nichts.

5.7 Fourier-Reihen

Ein wichtige Anwendung der komplexen Zahlen ist die sogenannte Fourier-Analyse. Sie basiert auf der ma-
thematischen Tatsache, dass man jede periodische Funktion in eine unendliche Reihe von harmonischen
Schwingungen zerlegen kann. Die Fourier-Analyse ist in vielen Wissenschafts- und Technikzweigen von aus-
serordentlicher praktischer Bedeutung. In der Physik ist die Fourier-Analyse vor allem in der Optik und der
Akustik wichtig. Sie spielt aber auch eine bedeutende Rolle in der digitalen Signalverarbeitung und in vielen
Gebieten der Mathematik, der Ingenieurwissenschaften und der Wirtschaft.
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5.7.1 Fourier-Reihe in reeller Schreibweise

Der Einfachheit halber betrachten wir hier nur reelle Funktion f(¢), wobei wir uns unter der Variable ¢ stets
eine Zeitdauer vorstellen wollen. Eine solche Funktion f(¢) heisst periodisch mit Periode 7', wenn

f:R—R
f@+T)=f(t) VvteR.

Vereinfacht gesagt wiederholt sich die Funktion immer nach einem Intervall der Linge T wieder. In der Ab-
bildung 5.2 sind vier spezielle Funktionen aus der Menge der periodischen Funktionen dargestellt. Uber die
Differenzierbarkeit und die Stetigkeit wird nichts verlangt. Periodische Funktionen miissen nicht differenz-
bierbar sein, ja sie diirfen sogar, wie z.B. die Rechteckfunktion oder die Sdgezahnfunktion, unstetige Stellen
haben. Fiir periodische Funktionen definieren wir noch die auch aus der Physik bekannten Grossen wie die
Frequenz der Funktion (Schwingungsfrequenz),

und die sogenannte Kreisfrequenz

(wird in 24 gemessen).

f(t) 1.0

1.0
0.8
0.5
/ 0.6
t
/2 T 2T

0.4
-0.5 0.2
t
-1.0 T/2 T 2T 3T
f(t)
20— f(0)
1.0
15
0.5
1.0
t
/2 T 2T 3T
0.5
-05
t
T/2 T 2T 3T -1.0

Abbildung 5.2: Beispiele von periodischen Funktionen (mit Periode T' = 1): (a) Gewohnliche Sinus-Funktion
sin(wt — ¢) mit nicht verschwindender Phase, (b) Dreiecksfunktion, (c¢) Rechteckfunktion, (d) Dreiecksfunk-
tion. Die unteren beiden Funktion (c¢) und (d) enthalten Unstetigkeitsstellen.

Die periodischen Funktionen (mit einer festen Periode T') bilden an sich schon einen Vektorraum, wie
man sich leicht iiberlegen kann. Es fehlt uns aber auf diesem Vektorraum ein geeignetes Skalarprodukt. Um
ein Skalarprodukt zu konstruieren, miissen wir den Vektorraum leicht modifizieren. Anstatt der periodischen
Funktionen nehmen wir die Menge aller Funktionen

f:0,7T] —R
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mit "
JRECIREES (5.2)

Das sind alle Funktionen mit Definitionsbereich [0, 7], fiir die das Integral in (5.2) nicht unendlich wird.
Man kann sich leicht iiberlegen, dass diese Menge von Funktionen (die man mit L?([0,7]) bezeichnet) eben-
falls ein Vektorraum ist. Insbesondere gehéren auch die meisten periodischen Funktionen (mit Periode T") zu
dieser Menge L2([0,T]) (siehe Abb. 5.2), wenn man diese Funktionen von [0, 7] aus einfach periodisch weiter-
denkt. L2([0,T]) wird wegen der Bedingung (5.2) als Vektorraum der quadratintegrierbaren Funktionen
bezeichnet. Tatséchlich kann man auf L2([0,T]) auch ein Skalarprodukt definieren, néimlich

T
ONTCIPEE N OPO

Jetzt ist auch klar, warum die Bedingung (5.2) erforderlich ist. Wére sie nicht erfiillt, dann wire das Ska-
larprodukt nicht fiir alle f(¢) im Vektorraum definiert, z.B. konnte dann die Norm

IF @ L2 = V(@) f(#)) 2

unendlich werden.
Beziiglich des Skalarproduktes (5.7.1) sind die Funktionen

go(t) = )
gn(t) := cos (nwt), n € N,

R (t) := sin (mwt), m € N.

Sl

orthonormiert, d.h. sie sind alle senkrecht aufeinander und normiert, also so etwas Ahnliches wie eine or-
thonormierte Basis (allerdings mit unendlich vielen Basisvektoren). Strenggenommen bilden sie keine Basis
von L2([0,27]), denn sie sind kein Erzeugendensystem®. Dennoch kann man diese Funktionen fast so wie
eine orthonormierte Basis benutzen, denn man kann zeigen, dass eine beliebige Funktion f € L2([0,T])
geschrieben werden kann als unendliche Linearkombination der Form (Fourierreihe)

= ao Z (an cos (nwt) + by, sin (nwt)) . (5.3)

Der ag-Term ist eine Verschiebung der Funktion f(¢) nach unten oder oben und hat mit der Schwingung
nichts zu tun. Es handelt sich dabei um den DC-Anteil der periodischen Funktion.”

Die (unendliche) Summe in (5.3) ist nichts anderes als eine Zerlegung von f(¢) in die Grundschwingung
(Grundton) mit Frequenz w und die Obertone mit Frequenzen nw, n > 2. Die Koordinaten (Fourierkoeffizienten)
sind gegeben durch die Skalarprodukte

T
%z@ﬂmwz%éf@ﬁ
an, = (gn(t), f(t)) 2 = (cos(nwt), f / f(t) cos(nwt)dt, neN

bon = (hon(8), F(8)) 12 = (sin(must), / F(t) sin(mwt)dt, m €N,

Es sind eben unendlich viele Koordinaten a,,, by, (in der Praxis hort man bei einem grossen, giinstig gewihlten
N auf). Es handelt sich dabei um die Amplituden des Grundtons (a; und b;) und um der Oberténe (ay,, by, fiir
n,m > 1). Bei akustischen Signalen ergibt sich ein anderer Klang, je nach dem wie diese Fourierkoeffizienten
aussehen. Man beachte noch die Tatsache, dass man fiir den Koeffizienten a eine Ausnahme macht, eigentlich
miisste man ja die Funktion go(t) = % in der Entwicklung nehmen und nicht den Faktor 1/2. Das ist einfach

eine Konvention, sodass es sich bei ap um das normale Integral iiber die Funtion f(¢) handelt, ohne Faktor
L

Nk

6Ein Erzeugendensystem darf zwar aus unendlich vielen Vektoren bestehen, aber es muss jeder Vektor v € V aus dem Vektor
als Linearkombination von endlich vielen Vektoren geschrieben werden kénnen, was hier nicht der Fall ist.
"DC steht fiir direct current und man versteht darunter den Gleichstrom im Gegensatz zum Wechselstrom AC.
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Beispiele:

i) Wir betrachten als Beispiel die Rechteckfunktion. Wir wollen diese Funktion in eine Fourier-Reihe
zerlegen, d.h. die ihre Fourierkoeffizienten berechnen. Die Rechteckfunktion aus Abb. 5.2 (c) ist definiert
durch

Wir starten mit der Berechnung des konstanten Terms ag, den man im iibrigen auch erraten kénnte.

Wir bekommen
T
2 2
7 [ 10 f/
0

Nicht so iiberraschend ist der konstante Term von f(t) also %> = 1. Dieser wird auch als DC-Anteil
bezeichnet, da es sich sozusagen, um den Gleichstrom-Anteil von f(¢) handelt. Wenn man n&mlich
die Rechteckfunktion um 1 nach unten verschiebt, dann bekommt man eine um die ¢-Achse zentrierte

periodische Funktion. Weiter erhalten wir fiir n € N:

Nl

.
2

:2.

Das heisst, alle Fourier-Koeffizienten a,, = 0. Auch das ist nicht so iiberraschend, denn die hier betrach-
tete Rechteckfunktion ist ungerade, d.h. es kénnen in ihrer Fourier-Reihe gar keine Cosinus-Funktionen
vorkommen, weil diese gerade sind. Durch eine Verschiebung von f(¢) nach links oder rechts, wiirde sich
dies aber dndern. Dann berechnen wir noch fiir m € N

o=t o () - /( -
_4

r cos 2—t B =
T 2mm T )l

=0
—4_m ungerade
0 m gerade

'ﬂ\l\?

Sl

Die Fourier-Reihe von f(t) ist also gegeben durch

fH) =1+ % (sin(wt) N sin(3wt) = sin(bwt)  sin(7wt) L >

3 + 5 + 7

ii) Ein besonders spannendes Beispiel ist das Folgende: wir bestimmen die Fourier-Reihe der Funktion
f(t) = t? auf dem Intervall [—, 7]. Wir betrachten also gewissermassen die Funktion als 27-periodisch
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fortgesetzt. Es ist also T' = 27 und w = 1. Wir berechnen dann

™

1 13" 27
ao=f/t2dt:—f =7
7T_7r T3 t=—m 3
17 1 ¢ " 2
ap = — /t2 cos(nt)dt = — — sin(nt) —— [ tsin(nt)dt =
™ T™n t=—g T
—T N—— —m
0
- s
= ——tcos(nt)| — 2 cos(nt)dt =
- . nim B
4 2 "
= —(—-1)" — —— sin(nt) =
n2 ngﬂ- t=—m
N———
0
4(-1)"

Um die b,, miissen wir uns nicht kiimmern, denn sie sind alle null, weil f(t) = ¢ eine gerade Funktion
ist. Wir finden also die schone Fourier-Reihe
2

2 _ T = (=1)"
t =§+4Z — cos(nt) ,
n=1

welche wir in der Niaherung bis N = 4 in Abb. 5.3 graphisch darstellen.

f(t)
10

8

6

t
-3 -2 -1 1 2 3

Abbildung 5.3: Fourier-Approximation der Funktion f(¢) = ¢ bis zum 4-ten Fourier-Koeffizienten.

Das an sich ist ja schon lassig, wir haben gerade eine Parabel durch Cosinus-Funktionen approximiert.
Aber es kommt noch dicker: wenn wir in der Fourier-Reihe ¢ = 7 setzen, dann erhalten wir

4 °°177r2 AT
+ Z cos(n) 2—2_7+ +4+9+176+%+
(=nr =t

Wow! Wir kénnen mit dieser Fourier-Reihe ein weltberiithmtes Problem losen, das als Basler-Problem
in die Geschichte eingegangen ist, ndmlich

Z —1+f L1, .
916 ' 25 6

Das ist krass, oder? Der hier begangene Beweis des Basler-Problems stammt von Augustin-Louis Cauchy,
himself.

5.7.2 Fourier-Reihe in komplexer Schreibweise

Eine elegantere Schreibweise der Fourier-Reihe ergibt sich, wenn man komplexe Zahlen benutzt, also den
Vektorraum L2([0,T]) als C-Vektorraum auffasst, d.h.

L2([0,T)) := {f .[0,T] > C ‘ f messbar,/oo f(2)]? dz < oo}.

— 00
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Dieser Vektorraum ist sozusagen die komplexe Verallgemeinerung des Vektorraums der reellen Schreibweise.
Daher umfasst er auch Funktionen mit komplexem Funktionswert, welche fiir die Anwendung in der Praxis
aber kaum eine Rolle spielen. Auf diesem Vektorraum definieren wir nun das unitére Skalarprodukt

T
e =7 | Tty (54)

welches L2([0,T]) zu einem Hilbertraum macht. Beziiglich dieses Skalarproduktes bilden die Funktionen
ex(t) == et ke,

ein vollstdndiges Orthonormalsystem. Da wir damit wiederum einen Vektorraum mit Skalarprodukt und
vollstdndigem Orthonormalsystem zur Verfligung haben, kann man nun wieder der gleichen Logik folgen,
wie vorher fiir die reelle Schreibweise. Jede Funktion f(¢) € L?([0,T]) kann als unendliche Linearkombination
(also als Reihe) in den Basisvektoren geschrieben werden, also

f(t) = Z (er(t), f(t))p2 ex(t) = ch ikt

kEZ keZ

Dabei kénnen die (jetzt komplexen) Fourier-Koeffizienten ¢; € C beziiglich der Basis e (t) mit dem Integral

1 [T ,
i = {exlt), FO) 2 = 7 /0 FOe et kez (5.5)

berechnet werden.

Bemerkungen:

e Das Minuszeichen im Exponenten im Integral (5.5) kommt daher, dass man beim Skalarprodukt (5.4)
eine komplexe Konjugation auf dem ersten Faktor im Integral hat.

e Man beachte, dass es sich bei den Funktionen
€k (t) — eikwt

um (komplexe) harmonische Schwingungen handelt, da sie — wie die Cosinus- und Sinusfunktionen der
reellen Schreibweise — die Schwingungsgleichung

ex(t) +wler(t) =0
erfiillen.

e Wir wollen hier nicht im Detail auf die Berechnung der Fourier-Integrale fiir die ¢; € C eingehen. Nur
soviel sei gesagt, man integriert ein Integral mit komplexem Integranden genau gleich wie ein normales
Integral.

Die Entwicklung von periodischen Funktionen in die Fourier-Reihe

f(t): Z Ckeikwt

k=—o00

ist deshalb so niitzlich, weil die Reihe die Funktion f(t¢) schon nach wenigen Gliedern geniigend gut ap-
proximiert. Das heisst in der Praxis kann man die Reihe bei einem je nach der erforderlichen Genauigkeit
gewdhlten N € N “abhacken”:

N
FO) ~ f(®) = 3 cnem
n=—N
Um das besser zu verstehen, analysieren wir einige Beispiele, u.a. auch die Funktionen der Abbildung 5.2.

Beispiele:
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i) Wir betrachten als erstes Beispiel die Funktion
f(t) =1+ cos(wt).

Dies ist eine um 1 verschobene Cosinus-Funktion mit der Periodendauer T' = %’T Mit Hilfe der Eulerschen
Formeln finden wir daraus die zugehorige Fourier-Reihe, ohne die Integrale fiir die Fourier-Koeffizienten
berechnen zu miissen:

twt —iwt
_ _ wt) € +e _ 1 —wt } iwt

f(t) =1+ cos(wt) =1+ Re (e )—1—1—72 =5 ¢€ + 1 + 5 ©
~—~ o ~—~
c_1 C1

Die Fourier-Koeffizienten sind also
1 1
c-1= 3, co =1, 01:G:§, cn =20 VneZ\{—l,O,l}.

Fiir diese Funktion geniigen also drei nicht verschwindende Fourier-Koeffizienten, um die Funktion zu
beschreiben. Das ist auch nicht iiberraschend, denn eine normale Cosinus-Funktion enthélt nur eine
Schwingung mit der Grundfrequenz und keine Oberfrequenzen. Der Fourier-Koeflizient ¢y ist bloss eine
additive Konstante.

ii) Als zweites Beispiel analysieren wir eine um eine Phase ¢ verschobene Sinus-Funktion mit Periode

_ 27

T=7,

f(t) = sin(wt — ¢).

Auch hier braucht man die Fourier-Koeffizienten nicht iiber die Integrale auszurechnen, sondern benutzt

die Eulerschen Formeln:
) (wt—p) _ —i(wt—¢) iwt ,—ip _ —iwt ip
f(t) = sin(wt — ) =Im (ez(“t_“’)) ¢ .e _c ¢ .e e _

21 24
_ 7£efiwt + efz'cp 6iwt _ ﬂefiwt o e eiwt _
21 21 2 2
= % (cos(p) +isin(p)) e ™t — % (cos(p) — isin(p)) et =
_ [ _sin(p) | cos(p) \ i _sin(p)  cos(p) [\ i
_<2+216+x0/+ ) 2 )¢
Co
Cc—-1 C1
Die Fourier-Koeffizienten sind
o (SJT12<<P)+(3‘)S'2(‘P)Z~> =0, == <sz(¢)cos2<¢)@) L en=0 ¥nez\{-1,01}.

Auch in diesem Beispiel sind die Fourier-Koeffizienten ¢; und c¢_; ausreichend.

iii) Als drittes Beispiel nehmen wir die Sdgezahnfunktion aus Abb. 5.2 (d). Diese Funktion ist gegeben
durch

f:00,7T] —R

t|—>f(t)::%t—1

T T
1 1 2
== [ ft)dt = = (tl) dt=0.
TO/ TO/ T

Das hitten wir so erwarten kénnen, denn diese Funktion besitzt keinen konstanten Anteil. Weiter be-
rechnen wir fiir k € Z \ {0}:
T
77,]62%15 dt — / ?"
0

T T
1 o 2m 1
e = / F(yeF gy = /
0 0
T T
2 —ikZEt g 1 iK%t g
= — e~
T2
0 0
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Das zweite Integral ist
T

=0.
t=0

T
1 —ik 3%t ioikzme
= | Tt = — 7T
T/ 21k

0

Das erste Integral finden wir mit Hilfe der partiellen Integration
T

T T
2 —ik2Et 2t T\ ikzm 2 r —ik2Et
= e F g = 2 (- i _ = (- W gy
e / © e ( onki )¢ |, T2 onki) ¢

0 0

. . T .
_ 0 i —ikZrtgy
- — =
wk Tﬂ'k/e wk
0

~————
0

Somit sind die Fourier-Koeffizienten der Sdgezahn-Funktion
o
Ckew

und damit die Fourier-Reihe der Sagezahnfunktion aus Abb. 5.2 (d):

Ck

2t 1 <= i
-~ _1== v tkwt
T T Z ke

k=—o00

In Abb. 5.4 sind verschiedene Fourier-Approximationen dargestellt. Es wird deutlich, dass die approxi-
mierten Funktionen bei grosserem Wert fiir N die Sdgezahnfunktion immer besser reproduzieren.

£(t)

1.0
05
-t
12 2 3T

-0.5

-1.0

Abbildung 5.4: Verschiedene Fourier-Approximationen der Sigezahnfunktion. Dargestellt sind neben der
Ségezahnfunktionselbst (schwarz), die Fourier-Approximationen mit N = 1 (blau), N = 3 (violett) und
N =11 (braun).

In der Abbildung 5.5 sind Fourier-Approximationen der vier Funktionen aus Abb. 5.2 dargestellt.
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f(0)

£(t) 1.0
1.0
0.8
0 0.6
/ t
/2 T oT 0.4
-0.5 0.2
t
-1.0 T/2 T 2T 3T
fo ()
2.0M M M 1.0 y y
1.5 0.5

1.0 t

0.5

-0.5
- t /
Tizi 'lr L' iT T -1.0

Abbildung 5.5: Fourier-Approximationen der vier Funktionen der Abb. 5.2. (a) Fiir die Sinus-Funktion
sin(wt — ¢) geniigt schon die Fourier-Reihe bis N = 1, (b) Dreiecksfunktion und ihre Fourier Reihe bis
N = 3, (¢) Rechteckfunktion und ihre Fourier-Reihe bis N = 20, (d) Ségezahnfunktion und ihre Fourier-
Reihe bis N = 8.

Umrechnung zwischen reellen und komplexen Fourierkoeffizienten

Wie stellt man nun den Zusammenhang der komplexen Schreibweise zur reellen Schreibweise her? Fiir reell-
wertige periodische Funktionen f(¢) — und diese interessieren uns wegen ihrer Praxisrelevanz als Zeitsignale
mehr als komplexwertige f(t) — gilt die Realitétsbedingung

ft)y=f(t). (5.6)

Wir rechnen mal die rechte Seite aus, indem wir die Fourier-Reihe in zwei Reihen mit negativem und positiven
k € Z aufsplitten:

o 00 o

tkwt —1 t 3 t

f(t) — § : Cr etkwt — § Come imwt co + § :Cnelnw
m=1 n=1

k=—oc0
%) oo

= f(t) _ qufznwt + e+ Z mezmwt
n=1 m=1

Setzt man dies nun in die Gleichung (5.6) ein, so erhélt man
c_p=C¢, VkeTZ.

Das heisst, es gibt fiir reellwertige periodische f(t) eine Beziehung zwischen den komplexen Fourier-Koeffizienten
mit positivem und negativem Index. Der DC-Anteil (konstanter Anteil) ¢y ist der einzige reelle Fourier-
Koeffizient. Damit konnen wir nun eine Beziehung zwischen den komplexen Fourierkoeffizienten ¢, € C und
den reellen Fourierkoeffizienten a,, und b,, herstellen:

o] o] o) 00
E ckezkwt = ¢ + § C_ne—lnwt + § Cnenlwt = ¢ + E qe—znwt + E cneznwt
keZ n=1 n=1 n=1 n=1

Nun schreiben wir die ¢, folgendermassen um:
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wobei a,, b, € R. Dann bekommen wir:

_ Qo . Qn bn \  inwt — an bn -\ inwt _
f(t)—2—|—2(2—|—2z>6 —|—Z(2—2Z>e =

= %O + Z ap, cos (nwt) + Z by, sin (nwt)

n=1

n=1
a oo
= ?O —+ nz::l (an COS (nwt) + bn Sin (n(")t)) )

wobel wir im zweitletzten Schritt die Euler-Formeln fiir sin und cos benutzt haben. Wir koénnen also mit

n_ bn.
cn:%—gl, n €N und 60:%

an =2-Re(ep), und by =-2-Im(cy), meN.
zwischen reellen und komplexen Fourier-Koeffizienten hin- und herwechseln.

Beispiele
Wir wenden diese Umrechnung auf die Rechteckfunktion und die Ségezahnfunktion an:
i) Fiir die Sidgezahn-Funktion hatten wir die komplexen Fourier-Koeffizienten
i
Ccp — —
T kew
gefunden. Daraus erhélt man in reeller Schreibweise

2
by = ———, N
. m e

Somit ist die Fourier-Reihe in reeller Schreibweise

2t 2 (. sin(2wt) = sin(3wt)  sin(4wt)
-2 1=-_Z
T - (sm(wt) t—y 3 t—

ii) Umgekehrt haben wir fiir die Rechteck-Funktion aus Abb. 5.5 (¢) die reellen Fourierkoeffizienten

ft)

4

ey d
ap=2, a,=0 VYneN und bm—{m-’n' m ungerade

0 m gerade

Damit erhalten wir fiir die komplexen Fourier-Koeffizienten ¢y = 1 und

o = {—,fﬂz k ungerade e N

0 k gerade

und c_j = ¢. Das ergibt die Fourier-Reihe

f(t) =1+

5.7.3 Amplituden-Phasen-Form der Fourierreihe

Es gibt noch eine weitere mogliche Schreibweise fiir die Fourier-Reihe, nadmlich die Amplituden-Phasen-
Form. Sie ist gegeben durch

fit) = % + Z A, cos(nwt + ) .

n=1
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Das Fourier-Spektrum besteht in dieser Form aus den Amplituden A,, > 0, n € N und den Phasenverschie-

bungen ,,. Man kann sich das so vorstellen: handelt es sich bei der Funktion f(¢) z.B. um einen Ton oder

Klang, dann ist die Amplitude A; sozusagen die Stéirke des Grundtons (Schwingung mit der Grundfrequenz)

und die A,, fiir n > 1 sind dann die Anteile der Oberténe. Die Phasenverschieubungen ,, haben dabei keinen

horbaren Einfluss. Wie hiangt nun diese Form der Fourierreihe mit den anderen Schreibweisen zusammen?
Benutzen wir das Additionstheorem aus der Trigonometrie

cos(a + ) = cos(a) cos(B) — sin(a) sin(B)

erhalten wir sofort, dass

M8

ft) = a—; + Y A, cos(nwt + p,) =
n=1
= % + Z (A, cos(nwt) cos(pp) — Ay, sin(nwt) sin(p,)) =
n=1
= % + Z (A, cos(pp) cos(nwt) — Ay, sin(y, ) sin(nwt)) .
n=1
Durch Vergleich zur reellen Schreibweise finden wir sofort, dass a,, = A,, cos(p,) und b, = —A,, sin(p,,) fir

n € N. Umgekehrt gilt:
aZ + b2 = A2 cos®(py,) + A2 sin®(p,) = A2,

woraus sofort die Formel fiir die Amplituden

A= VETR

folgt. Wie ist dann der Zusammenhang zwischen der komplexen Schreibweise und der Amplituden-Phasen-
Form?
Es gilt ja nun

n  bn . n Ap . ) n .
Cp = % aicwiakre cos(pn) + 5 sin(py,)i = 7018(9%) .
Daraus kann man ablesen, dass
Ay,
|Cn| = 7 und arg(cn) = ¥n .

Die Phasenverschiebungen ¢,, sind also gerade die Argumente der komplexen Fourierkoeffizienten (mit po-
sitivem Index n € N). Das macht eine Umrechnung des komplexen Fourierspektrums in die Amplituden-
Phasen-Form besonders einfach.

5.7.4 Konvergenz der Fourier-Reihe

Zum Schluss dieses Abschnitts zur Fourier-Reihe wollen wir noch ein paar Worte zur Konvergenz der Fourier-
Reihe verlieren. Wir schauen uns noch einmal die in Abb. 5.5 dargestellten Approximationen an. Nicht so
iiberraschend ist die Konvergenz der Fourier-Reihe der Sinus-Funktion aus Abb. 5.5 (a) perfekt. Das ist ja
gar keine Reihe. Bei der Dreiecksfunktion aus Abb. 5.5 (b), die zwar stetig ist aber an den Ecken nicht
differenzierbar, beobachtet man, dass genau an den Ecken die Konvergenz etwas schlechter ist. Bei der
Rechteckfunktion und dem Ségezahn der Abb. 5.5 (c¢) und (d), die beide Unstetigkeitsstellen haben, kommt
es sogar an eben diesen Stellen zu Uberschwingungen. Dieses sogenannte Gibbssche Phénomen liisst sich
auch nicht durch ein héheres N verringern. Offensichtlich ist an den Sprungstellen die Konvergenz irgendwie
schlechter. Alle diese Beobachtungen kénnen durch Sétze zur Konvergenz der Fourier-Reihen erklért werden.

e Jede Funktion f(t) € L?([0,7T]) konvergiert beziiglich der L2-Norm. Das bedeutet, dass fiir die Appro-
ximation

N
In(t) = Z cpetet
k=—N

gilt, dass
v () = f@)l2 — 0, N —o0.
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Da es sich bei ||-|| ;> um ein Integral handelt,

() = £Ol,2 = | 7 [ 1iw(0) -~ FOF at,
0

bedeutet das nur, dass die Flidche zwischen fy(t) und f(t) gegen Null strebt fiir grosse N. Diese
Konvergenz ist zwar sehr allgemein (gilt fiir alle f(¢)), aber es ist nicht die Konvergenz, fiir welche wir
uns interessieren.

e Ein stiirkeres Resultat liefert der Satz von Dirichlet. Er besagt, dass falls sich fiir eine Funktion f(¢) €
L2([0,T]) das Intervall [0, 7] in endlich viele Teilintervalle zerlegen lisst, auf welchen f(¢) stetig und
monoton ist, und falls sich bei den (endlich vielen) Unstetigkeitsstellen die links- und rechtsseitige
Grenzwerte existieren, die Fourier-Reihe punktweise gegen f(t) konvergiert, d.h.

YVt € [0,T]: Ye>03INy e N: |fn(t) — f(t)] <e VN > Ny

Fiir die in der Praxis vorkommenden Zeitsignale ist das ein sehr relevantes Resultat. Man hat es da
sicher nie mit Funktionen zu tun, die unendlich viele Unstetigkeitsstellen haben. Man kann also fast
fir alle praxisrelevanten Funktionen eine Konvergenz der Fourier-Reihe zeigen, aber es ist nur eine
punktweise Konvergenz.

e Die Fourier-Reihe einer stetigen und stiickweise stetig differenzierbaren Funktion konvergiert gleichméssig
(und damit auch punktweise) gegen f(t). Zu dieser Kategorie gehort z.B. die Dreiecksfunktion, denn
sie ist ja stetig und zwischen den “Ecken” stetig differenzierbar. Von einer gleichmissigen Konvergenz
spricht man, wenn fiir fx(¢) gilt:

Ve > 03Ny eN: |fn(t)— f(¥)| <e, VN > Ny Vit €[0,7T].

Die gleichmissige Konvergenz ist stirker als die punktweise Konvergenz. Anschaulich bedeutet die
gleichmissige Konvergenz, dass fx(¢) sich fiir grosse N in einem immer schmaleren Band um f(t)
herum der Breite e (e-Schlauch) befindet.

5.8 Diskrete Fouriertransformation
Aufgrund der Corona-Krise und das aus diesem Grund verkiirzte Semester verzichten wir auf das Thema

Diskrete Fouriertransformation. Im Fach Signale und Systeme wird die Fouriertransformation dann
sowieso noch einmal behandelt.
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Kapitel 6

Lineare Abbildungen und Matrizen

Das Ergebnis hab’ ich schon, jetzt
fehlt nur noch der Weg, der mich
zu ihm fiihrt.

Carl Friedrich Gauss

6.1 Lineare Abbildungen

In diesem Abschnitt fiihren wir den Begriff der linearen Abbildung zwischen zwei Vektorrdumen V und
W ein. Etwas vereinfacht ausgedriickt, bedeuted die Linearitét einer Abbildung, dass es keine Rolle spielt,
ob man im Ausgangsraum V Vektorraumoperationen ausfithrt (d.h. Vektoren addiert und mit Skalaren
multipliziert) und danach die Abbildung ausfiihrt, oder ob man zuerst die Abbildung ausfiihrt und danach
im Bildraum W Vektorraumoperationen durchfithrt. Da V' und W beides Vektorrdume sind, tragen sie
die gleiche lineare Rechenstruktur (Vektorraumaxiome) und die linearen Abbildungen (Homomorphismen)
sind genau diejenigen Abbildungen, die diese Rechenstruktur respektieren. Das Paradebeispiel von linearen
Abbildungen sind die Matrizen. Wir werden im néchsten Abschnitt sogar sehen, dass man jede lineare
Abbildung auch als Matrix schreiben kann, sobald man in den Vektorrdumen Basen eingefiithrt hat. Wir
starten deshalb mit den Matrizen als einleitendes Beispiel:

6.1.1 Matrizen als lineare Abbildungen

Eine Matrix A € K™*" kann als eine Funktion oder Abbildung interpretiert werden. Sie macht dabei aus
einem Vektor x € K™ einen Vektor A -z € K. Mathematisch geschrieben lautet das:

A: K" — K™
K" >z +— Az € K™.

Die Matrix bildet also einen Vektor x € K" (n Eintrége) auf einen Vektor Az € K™ ab (m Eintréige).
Aus der Definition 3.2.1 des Produkts Matrix mal Vektor folgt, dass die Abbildung A die zwei folgenden
Eigenschaften erfiillt:

i) A(x +y) = Az + Ay, Vz,y e K"
ii) A(\z) = A(Az), Vo e K", YA€ K

Diese beiden Eigenschaften definieren die Linearitédt der Abbildung A.

Beispiel:
Betrachten wir als Beispiel eine (reelle) 2 x 2-Matrix A € R2*2 gegeben durch

(1 3)

Wie kann man sich A als Abbildung vorstellen? Analysieren wir auf welche Vektoren die Standardbasisvek-

toren
_ (1 _ (0
€1 = 0/’ €2 = 1



von A abgebildet werden. Wir erhalten

(D0 - 20-C)

Mit anderen Worten: was in den Spalten einer Matrix steht, das sind diejenigen Vektoren auf welche die
Standardbasisvektoren e; abgebildet werden. Zur weiteren Veranschaulichung schauen wir uns noch an, was
die Matrix A mit einem Quadrat, gegeben durch die Eckpunkte P(1]1), Q(—1|1), R(—1| — 1) und S(1| —1)
anstellt (siche Abb. 6.1).

Abbildung 6.1: Wirkung der Matrix A auf das Quadrat PQRS. In Gelb das urspriingliche Quadrat PQRS
und in Rot das Parallelogramm PQRS, auf welches das Quadrat abgebildet wird.

1 3 1 4 -1 1 3 -1 2
)6 2)0-0 ()6 2)0)-(G)
-1 3 -1 —4 1 1 3 1 -2
~@)-6A)E)-E) )6 2)E)-G)
Das Quadrat wird also durch die Matrix zu einem Parallelogramm ﬁ@ﬁg verzerrt und gedreht. Ausserdem
hat sich der Umlaufsinn verdndert. Wie schrecklich kompliziert, konnte man meinen. Aber eigentlich ist die
Wirkung einer Matrix ziemlich brav. Denn gerade Strecken werden z. B. niemals gekriimmt, sondern bleiben

gerade. Punkte bleiben Punkte und somit wird aus einem Viereck immer ein Viereck. Das ist in Worten
ausgedriickt, was in der Mathematik als “linear” bezeichnet wird.

Wir bekommen:

[N

[N

6.1.2 Homomorphismen

Verallgemeinern wir nun diese Eigenschaften der Matrizen auf Abbildung zwischen beliebigen Vektorriumen
V und W:

Definition 6.1.1 (Lineare Abbildung)
Seien V und W zwei Vektorrdume iiber dem selben Kérper K. Eine Abbildung

FV W,
Vovrs flv)eW

heisst linear, falls f folgende zwei Eigenschaften erfiillt:
i) f(ur+v2)=f(v1) + flva)  Vor,v2€V
ii) f(Aw) = Af(v) YveV, VAeK

Eine lineare Abbildung wird auch als Homomorphismus bezeichnet.

141



Beispiele von linearen Abbildungen

i)

ii)

iii)

iv)

Die Ableitung von Funktionen ist eine lineare Abbildung. Zum Beispiel ist die Ableitung auf dem
Vektorraum der Polynome vom Grad < 2, definiert durch

d
— P — P
dz
p(z) — p(@),
eine lineare Abbildung. Die Summenregel besagt ndmlich, dass

(p(z) +q()) =p'(z) +d'(z), V¥p(x),q(z) € P

und ebenso ist
(Ap(2)) = \p/(z) Vp(z) € P, AER.

Das sind aber genau die beiden Eigenschaften, die fiir die Linearitit einer Abbildung erfiillt sein miissen.

Projektionen sind lineare Abbildungen. Betrachte als Beispiel die Abbildung

PR} — R?

1
1
T — < ) .
T2
T3
Diese Abbildung projiziert der dreidimensionalen Raum senkrecht auf die x;z9-Ebene. Man stellt leicht
fest, dass man die Abbildung P durch die Matrix

100
P‘<010>
10 o\ (") [(a
01 0){") 7 \a)
T3

Damit ist klar, dass die Abbildung linear ist.

ausdriicken kann, denn

Spiegelungen sind lineare Abbildung. Eine einfache Spiegelung ist z.B. die Abbildung

f:R3 —R?
Z1 —I1
To — To
zs3 xs3

Diese Abbbildung kehrt das Vorzeichen der x; Koordinate. Dies entspricht einer Spiegelung an der
xoxz-Ebene. f lidsst sich auch durch die Matrix

-1 0 0
0 1 0
0 0 1
beschreiben, denn es gilt ja
-1 0 O Ty —X1
0 1 0 T2 = xTo
0 0 1 I3 I3

Drehungen sind ebenfalls lineare Abbildungen. Die Matrix
0 = (Cosle) =sin(e)) ¢ g0
sin(p)  cos(y)
wobei ¢ € [0, 27[, beschreibt die Drehung der Ebene R? um den Drehwinkel ¢. Eine typische Eigenschaft

von Matrizen, welche Drehungen beschreiben, ist die Orthogonalitiit. Sie erfiillten O7O = 1 und ihre
Spalten bilden eine orthonormierte Basis.
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v) Ein Beispiel einer Abbildung, die nicht linear ist, ist die Abbildung

g:R? — R?

(5) = (o)
() ()

T1X2 n Y1Y2 _ 122 + Y1Y2
T1 + 22 Y1+ Y2 1+ + 22+ Y2
berechnen und zweitens

g T, (0 —y z1tyr)) _ (@1 +y)(@2 +y2)
x2 Y2 T2 + Y2 T1+y1+22+y2 )’
dann sehen wir, dass wir nicht dasselbe bekommen (in der 1. Komponente). Somit kann g nicht linear

sein.

Satz 6.1.2
Seien V und W zwei K-Vektorrdume. Fiir jede lineare Abbildung f: V — W gilt:

Wenn wir namlich erstens

i) Der Nullvektor 0 € V wird von f auf den Nullvektor 0 € W abgebildet, d.h.
f(0)=o0.

ii) Eine Linearkombination von Vektoren vy, wird auf eine Linearkombination der Bildvektoren f(vy) ab-

gebildet, d.h.
f (Z /\kvk> = Z i f (V).
k=1 k=1

Der vorhergehende Satz liefert ein Kriterium, mit dem man sofort ausschliessen kann, dass es sich bei
einer Abbildung um eine lineare Abbildung handelt. Betrachten wir dazu das folgende Beispiel:

Beispiel:
Sie A € R™*™ eine m x n-Matrix und ¢ € R™, ¢ # 0 ein beliebiger Vektor, der nicht der Nullvektor sein soll.
Dann kann die Abbildung f definiert durch

f:R*" —R™
r— Ax +c

offensichtlich nicht linear sein, denn die Eigenschaft i) aus Satz 6.1.2 ist nicht erfillt, da

fO)=A-0+¢c=04+c=c#0.

6.2 Matrix einer linearen Abbildung

Im letzten Abschnitt 6.1 haben wir gesehen, dass man Matrizen als lineare Abbildungen K" — K™,
x — Az auffassen kann, wobei A € K™*" eine m x n-Matrix. In diesem Abschnitt werden wir dariiber
hinaus lernen, wie man umgekehrt sogar fiir jede beliebige lineare Abbildung f : V. — W eine zugehorige
Matrix finden kann. Und das ist noch nicht alles: wir werden auch zeigen, dass — nach der Wahl von Basen
der Vektorrdume — zu jeder linearen Abbildung genau eine Matrix gehort. Zum Einstieg nehmen wir als
Beispiel einer linearen Abbildung die Ableitung eines Polynoms vom Grad < 2.

Beispiel:
Seien P, der R-Vektorraum der Polynome vom Grad < 2 und P; der R-Vektorraum der linearen Polynome.
Die Ableitung ist die lineare Abbildung

d
7IP2—>P1
dx

p(x) — p(@).
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Der erste Schritt, um die Matrix dieser Abbildung aufzustellen, ist immer in beiden Vektorrdumen je eine
Basis zu wéhlen. Die Matrix einer linearen Abbildung ist ndmlich immer beziiglich von Basen definiert. Wir
wihlen hier die Basen moglichst einfach:

Bp, = {1,z,2%} Basis von P,

Bp, = {1,1:} Basis von P;.

Mit der Hilfe dieser gewihlten Basen kénnen wir jedes Polynom in P, als Koordinatenvektor z € R? ver-
stehen und jedes Polynom in P, als Koordinatenvektor y € R2. In einem Diagramm dargestellt, sieht dieser
Sachverhalt so aus:

d |
7o linear

P2—>P1

R —— R2
Die Matrix A der linearen Abbildung ist nun nichts anderes als der fehlende Verbindungspfeil zwischen dem
R3 und dem R? unten. Das vollstindige Diagramm hat also die Form

% linear

Py Py
AcR?*3

R3 =—— R?

Dies nennt man ein sogenanntes kommutatives Diagramm. Man sieht auch sofort, dass die Matrix A
zwei Zeilen und drei Spalten haben muss — das ist durch die Dimensionen der beiden Vektorrdume P, und
P, automatisch festgelegt. Die Matrix A bildet einen Vektor aus R3 auf R? ab. Um nun die Matrix A
aufzustellen, miissen wir die Bilder der Basisvektoren der Basis Bp, ausrechnen. Diese Bilder driicken wir
dann (als Linearkombinationen) in der Basis Bp, aus. Die entsprechenden Koordinaten bilden die Spalten
der Matrix A. Starten wir mit dem 1. Basisvektor aus Bp,:

(1) =0=0-14+0"-=.
Die erste Spalte der Matrix A ist somit der Vektor (8) Die weiteren Basisvektoren ergeben:

(z) =1=1-140-x,
(?) =20=0-14+2-z
Die Matrix A der linearen Abbildung

d
— P — P
dz

p(x) — p'(z).

beziiglich der Basen Bp, und Bp, ist demnach

01 0
A‘(o 0 2)'

Es ist also immer wichtig zu sagen beziiglich welcher Basen eine Matrix zu verstehen ist. Die Matrix héngt
davon ab, welche Basen man nimmt, wie wir weiter unten in diesem Abschnitt noch sehen werden. Was kann
man nun mit der Matrix A anstellen? Man kann damit Polynome ableiten. Betrachte dazu zum Beispiel das
Polynom

p(z) = 22% — 3z + 4.

Wenn wir das Polynom ableiten, bekommen wir
p'(z) =4z — 3.

Dies entspricht im kommutativen Diagramm dem Weg “obenrum”. Wenn wir nun den Weg “untenrum” iiber
die Matrix A wéhlen, stellen wir p(z) € P zuerst als Linearkombination in der Basis Bp, (als Koordinaten-
vektor im R?) dar. Dies entspricht dem Vektor

4
p=|-3] R’
2
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Man beachte, dass die Reihenfolge der Basisvektoren in Bp, wichtig ist. Die Matrix A wenden wir nun auf

diesen Vektor p an, was
4
e (0 o [ ) (-3 e
pAp(O 0 2) 23 (4>€R

ergibt. Und tatséchlich entspricht der Koordinatenvektor p’ als Linearkombination in der Basis Bp, dem
Polynom
p(z)=-3-144-z=4x—3.

Was tut also die Matrix A? Man kann also mit der Matrix “untenrum” rechnen und dabei rechnet man
in einfachen R™-R&umen. Das heisst, man hat es nur noch mit Spaltenvektoren und Matrizen zu tun. Das
“obenrum” zwei abstrakte Vektorrdume (die Menge von Polynomen) und eine (mehr oder weniger) kom-
plizierte Abbildung (die Ableitung) steht, muss uns nicht mehr interessieren, sobald wir einmal die Matrix
aufgestellt haben.

Das Prinzip aus dem letzten Beispiel lédsst sich auf ganz allgemeine Vektorrdume V' und W und lineare
Abbildungen f verallgemeinern:

Definition 6.2.1 (Matrix einer linearen Abbildung)
Seien V und W zwei K-Vektorrdume mit den zugehétrigen Basen {Ul, e ,’Un} von V und {wl, e ,wm} von
W. Weiter sei

f:vV—Ww
Vovr flv)eWw

eine lineare Abbildung.
Die Matrix von f beziiglich der Basen {111, e ,fun} von V und {wl, . ,wm} von W ist die m x n-Matrix,
A = (a;)

i=1,...m € KMX™
]'_:1Y ''''''' ‘n ’
deren Spalten die Koordinaten von f(v1),..., f(v,) beziiglich der Basis {wi, ..., wy, } von W enthalten. Die
Komponenten a;; € K der Matrix A sind also gegeben durch die Formel

f(vj)zzaijwiy j=1...,n.
i=1

Das Prinzip einer Matrix A zu einer linearen Abbildung f : V' — W kann durch das folgende kommutative

Diagramm darestellt werden:
f linear

|4 w

| [

Wir kénnen also nun fiir eine beliebige lineare Abbildung deren Matrix hinschreiben. Doch worin besteht
der Vorteil diese Matrix zu kennen? Die Antwort gibt der folgende Satz, der aufzeigt, dass die Matrix die
Koordinatenvektoren in V' auf die Koordinatenvektoren in W abbildet.

Satz 6.2.2 (Formel in Koordinaten)
Sei v € V ein beliebiger Vektor und f(v) € W sein Bild in W. Beziiglich der Basis {111, . ,vn} kann v als

Koordinatenvektor
T

v = Z zjv; €V — o] eKkK”
=1 .
geschrieben werden. Ebenso ist f(v) als Koordinatenvektor beziiglich {wl, e ,wm} gegeben durch
m Y1
FO) =Y ywiew <+ | 1 | ek
i=1
Ym

Sei A € K™*™ die Matrix von f beziiglich {vl, e ,vn} und {wl, e ,wm}. Dann gilt:
n
Yi = Z @ijTj,
j=1
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d.h. der Koordinatenvektor y € K™ von f(v) beziiglich {wl, e ,wm} ist gerade das Produkt

app a2 -0 a1
Y1 " T
a21 QA2 -+ A2p
y = Ax oder =
Ym m1 Am2 Qmn "
der Matrix A mit dem Koordinatenvektor x € K™ von v beziiglich {vl, e ,vn}.
Beweis.
n n n m
F)=F| Do mgvy | =Y (o) =D x; ) aiw
j=1 j=1 j=1  i=1
n m m n
= Z T Z QWi = Z TjQ4525W;
j=1 =1 i=1 j=1
m n
=3 (S
i=1 \j=1
n
= Y= Z Qi O
Jj=1
Satz 6.2.3
Seien V und W zwei K-Vektorrdume. Der Vektorraum V habe die Basis {v1,...,v,}. Seien zusétzlich die

Vektoren uy, ..., u, € W gegeben. Dann gibt es genau eine lineare Abbildung f : V' — W sodass f(v;) = u;.

Aus obigem Satz kann man eine wichtige Folgerung ziehen: Fiir zwei gegebene Vektorrdume mit fest
gewithlten Basen und einer gegebenen Matrix A gibt es genau eine lineare Abbildung, deren Matrix beziiglich
der gew#hlten Basen gerade die Matrix A ist. Das heisst, man kann nicht nur jeder linearen Abbildung
eindeutig eine Matrix zuordnen, sondern es gilt auch die Umkehrung. Jeder Matrix ist - beziiglich gewéhlter
Basen allerdings - in eindeutiger Weise eine lineare Abbildung zugeordnet. Hier kommt das betreffende
Korollar:

Korollar 6.2.4

Seien V und W zwei K-Vektorrdume mit den Basen {v1,...,v,} von V und {ws,...,w,} von W. Sei
A € K™*™ gine m x n-Matrix. Dann gibt es eine eindeutige lineare Abbildung f : V — W derart, dass die
Matrix von f beziiglich der Basen {v1,...,v,} von V und {wy,...,w,} von W gerade die Matrix A ist.

Beweis. Die Matrix A habe die Komponenten a;;. Definiere die n Vektoren
m
u; = Zaijwi eW, firj=1,...,n.
i=1

Gemiss dem Satz 6.2.3 gibt es dann genau eine lineare Abbildung f : V — W welche
floj) =uj =) ajw;
i=1

erfiillt. 0

Weitere Beispiele (zu Matrizen von linearen Abbildungen):
i) Betrachte noch einmal die lineare Abbildung

d
72P2—>P1
dx

p(x) — p(x).
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Wir wollen aber diesmal die Matrix A beziiglich anderer Basen
Epz = {1,x + x2,x2 — 2x},
Bp, = {2, 293}.
Wir miissen also die Basisvektoren von B p, ableiten:
1"=0=0-2+0-2z,
L 2+1-2
P— . x
2 b

(2 —22) =20 —2=(-2)-1+1-2z.
Die Matrix A beziiglich der Basen §p2 und Epl ist

=1 )

Der Vergleich mit dem Beispiel eingangs dieses Abschnitts zeigt, dass die Eintrige der Matrix von der
Wahl der Basen abhéngt.

($2+.’L‘)/:2$+1=

=N

i) Wir betrachten die orthogonale Projektion
P:R* — R?

Z1
Z1
ZTo — .
X2
xs3

Die Matrix von P beziiglich der Standardbasen

{ela €2, 63}
{617 62}

von R? ergibt sich aus den Bildern der drei Einheitsvektoren:

— (0
~()
~ ()

Die Matrix P dieser Abbildung beziiglich der Standardbasen ist also

10 0
P‘(o1o>'

von R? und

e =

€3 =

o
[\v]
|

—ooc o~oc oo~

iii) Spiegelung an der xo-Achse im R?:

Die Bilder der Basisvektoren sind



Somit ist
-1 0
0 1

die Matrix von f beziiglich der Standardbasen.

6.3 Verkettung von linearen Abbildungen und Matrixprodukt

In diesem Abschnitt geht es darum, zwei oder mehrere lineare Abbildungen miteinander zu verketten, also
hintereinander auszufithren. Wir werden sehen, unter welchen Bedingungen dies moglich ist und wie man
dann auch die Matrix einer solchen verketteten Abbildung bestimmt. Zuerst miissen wir uns allerdings die
Frage stellen, ob eine Verkettung (oder Hintereinanderschaltung) von zwei linearen Abbildungen iiberhaupt
wieder eine lineare Abbildung ergibt.

Satz 6.3.1
Seien U, V, W drei Vektorrdume iiber demselben Kérper K und seien f : U — V und g : V. — W zwei
lineare Abbildungen. Dann ist die Verkettung

gof:U—W
ebenfalls wieder eine lineare Abbildung.

Bemerkung:
Die Notation g o f spricht man “g nach f”. Dies bedeutet, dass man zuerst die Abbildung f ausfithrt und
danach die Abbildung g.

Beweis. Wir miissen nachweisen, dass fiir die Abbildung g o f die beiden Linearitéitseigenschaften erfiillt
sind:

e Seien vy, v9 € V:
(go flvr +v2) =g (f(v1) + f(v2)) = g (f(v1)) + g (f(v2)) = (g0 f)(v1) + (g0 f)(v2)

e SeiveVund )\ € K:
(g0 f)(Av) =g (Af(v) = Ag(f(v)) = Algo f)(v) O

Nun stellt sich natiirlich sofort die Frage, wie denn die Matrix der linearen Abbildung g o f (beziiglich
gewiihlter Basen von U und W) aussieht, wenn man die Matrizen der einzelnen Abbildungen f und g bereits
kennt. Wir wollen dies wieder anhand eines Beispiels herleiten.

Beispiel:
Wir wihlen als Beispiel die Verkettung der Ableitung von Polynomen vom Grad < 3:

4 4
P3 dx P2 dx P1

BP:;J( lBPZ prl

R4 AeR3*4 Rg BeR?X3 RQ

Die erste Abbildung ist also die Ableitung eines Polynoms vom Grad < 3, was immer ein Polynom vom Grad
< 2 liefert. Danach folgt nochmals eine Ableitung, die dann aus dem Polynom vom Grad < 2 ein lineares
Polynom macht. Wir berechnen zuerst die Matrizen A und B einzeln und dann die Matrix C' der Verkettung
direkt. Schliesslich werden wir die Matrix C' dann als Matrixprodukt von B und A schreiben und daraus
sehen, wie man Matrixprodukte ausrechnen.

a) Beginnen wir mit der Matrix A. Wir haben folgende Situation:

a1
7o linear

Pg—)PQ

AE]RSXAL
R* /= R3
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Die beiden Basen diirfen wir selber festlegen. Wir wiihlen diese natiirlich moglichst einfach, also
BP3 - {171'71'271'3})
Bp, = {1,x,x2}.

Nun sind die Ableitungen der vier Basisvektoren aus Bp, auszurechnen und diese als Linearkombination
in den Basisvektoren von Bp, zu schreiben:

(1) =0=0-14+0-2+0 22
() =1=1-1+40-2+0-2?
(?) =20=0-14+2-2+0-22
(23 =322 =0-1+0 -2 +3- 2>
Damit ist die Matrix A gegeben durch:
01 00
A=10 0 2 0
0 0 0 3
Schreiten wir zur Matrix B. Hier sieht das kommutative Diagramm so aus:
% linear
P = P

B€R2><3
R} —— R?

Die Matrix von dieser Abbildung haben wir aber schon im Beispiel vorher berechnet. Sie lautet
0 10
B= <0 0 2) ’
Testen wir nun, ob wir alles richtig gerechnet haben. Wir mochten z.B. das Polynom
p(z) =2 — 32 + 422 + 23
zweimal ableiten. Das heisst, wir wenden auf den zu p(z) gehdrenden Koordinatenvektor
-3

4
1

e R?

xTr =

(beziiglich der Basis Bp,) zuerst die Matrix A an und dann die Matrix B. Wir berechnen also

2
01 00
BAx_<8 é g) 00 20 _43
00 0 3
1
Fiihren wir zuerst das Produkt
01 00 33 -3
Az=10 0 2 0 4| = 8
0 0 0 3 1 3

aus. Auf das Resultat wenden wir die Matrix B an, also

-3
0 1 0 8
pa= (30 ()= ).
3
Beziiglich der Basis Bp, ist dies das Polynom 8 — 6z und dies entspricht natiirlich der 2. Ableitung p” (z).
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¢) Nun berechnen wir die Matrix C' der Verkettung der beiden Abbildungen. Im kommutativen Diagramm

kann man C so darstellen:

2
a2y
mear

da2

P = P

CEeR?*4
R* =— - R?
Wir berechnen also diese Matrix C, indem wir die Basisvektoren in Bp, allesamt zweimal ableiten:

(
(

1) =0=0-1+0-z
2))=0=0-14+0 2
)

(3)'=2=2-14+0-2
(%) =6x=0-1+6-x.
Die Matrix C' ist also gegeben durch
- 00 2 0
~“\0 0 0 6
Als Test wenden wir C' auf den Koordinatenvektor
2
T = _43 e R?
1
an und bekommen
2
00 2 0 -3 8
Cw‘(o 0 0 6) 4 _(6)
1

Es passt also alles zusammen.

d) Schliesslich mochten wir die Matrix C' direkt aus dem Produkt aus A und B, nédmlich
01 0 O
coma- (05 ooz a) (0020
0 0 0 3
Es scheint also alles zusammenzupassen.

Fiir beliebige Vektorrdume und lineare Abbildungen, ist das Matrixprodukt in dem folgenden Satz erklért:

Satz 6.3.2

Seien U, V, W drei Vektorrdume iiber demselben Korper K und seien f: U — V und g : V. — W zwei
lineare Abbildungen. Die Abbildung f besitze beziiglich gewihlter Basen {u1,. .., u,} von U und {vy,...,v;}
von V die Matrix

,,,,,

Die Abbildung g habe beziiglich der Basen {v1,...,v;} von V und {w1,...,wy,} von W die Matrix

Dann besitzt die lineare Abbildung
gof:U—W

beziiglich {u,...,u,} und {ws,...,w,,} die m x n-Matrix

wobei C' das Matrixprodukt von B mit A ist, ndmlich

C=B- A
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Das zum vorherigen Satz gehorende kommutative Diagramm sieht dann so aus:

U f linear v g linear 1174
BU:{ulanwun}J/ J{sz{vlyu"vl} lBW:{wl,u-,wm}
Kn AEKZXn Kl BeKmxl Km
Bemerkungen:
e Achtung!!

Das Matrizenprodukt und damit die Verkettung von linearen Abbildungen ist nicht kommutativ, d.h.
im Allgemeinen ist fiir zwei Matrizen A und B:

AB # BA,
sofern AB und BA definiert sind.

e Man mag die Nicht-Kommutativitit des Matrizenprodukt fiir eine banale mathematische Tatsache
halten. Aber diese Eigenschaft hat eine enorme Bedeutung in der Physik, genauer in der Quanten-
mechanik. Es stellt sich ndmlich heraus, dass quantenmechanische Gréssen (sogenannte Observablen),
wie z. B. die Energie eines Atoms, der Drehimpuls eines Elektrons im Atom oder der Impuls eines
Elementarteilchens durch lineare Abbildungen — also durch Matrizen — beschrieben werden.! Hat man
nun zwei solche quantenmechanische Grossen oder Observablen A und B (stellen Sie sich also Matrizen
darunter vor), so entscheidet der sogenannte Kommutator

[A, B] .— AB — BA,

also die Differenz der beiden Matrizenprodukte dariiber, ob die beiden Observablen gleichzeitig beliebig
genau (man sagt auch beliebig “scharf”) messbar sind. Kommutieren die beiden Matrizen A und B,

d.h. {A,B] = 0 dann sind die beiden beliebig scharf messbar. Ein Beispiel dafiir ist die Energie H

eines Atoms und der Drehimpuls L eines Atoms, fiir welche [H , I_j} = 0 gilt. Man kann also — im

Rahmen der messtechnischen Mdoglichkeiten — die Energie und den Drehimpuls eines Atoms beliebig
genau messen. In einem anderen weltberithmt gewordenen Fall, geht das aber nicht. Fiir die Position
z und den Impuls p eines Teilchens gilt ndmlich

[a@p} =xp —px =ih

und die sogenannte Planksche Konstante h ist nicht null, sondern ko = 1.055 - 10734 J - s. Die vorherige
Gleichung fithrt als Konsequenz auf die beriithmte Heisenbergsche Unschérferelation, welche besagt,
dass man den Ort und den Impuls eines Elementarteilchens niemals beliebig genau kennen kann. Wenn
man die Position eines Teilchen misst, wird sein Impuls unscharf. Das Teilchen verhilt sich wie ein
Teilchen, hat aber keine klar definierte Geschwindigkeit. Bestimmt man dagegen den Impuls, wird die
Position des Teilchens unscharf. Das Teilchen verhélt sich wie eine Welle, die ja naturgeméiss auch
etwas iiber einen Raumbereich “verschmiertes” ist.

Beispiel:
Als weiteres Beispiel betrachten wir die Hintereinanderschaltung einer Drehung und einer Streckung, was zu
einer Drehstreckung fithrt. Die Matrix einer Drehung im R? um den Winkel ¢ ist gegeben durch

o= () )

Eine Streckung im R? um den Faktor o € R ist gegeben durch die Matrix

a 0
5= ( ° a) |
Fiir die Verkettung dieser beiden linearen Abbildungen spielt die Reihenfolge keine Rolle:

02052 (3000 demis) )

IDiese Matrizen haben im Allgemeinen dann zwar unendlich viele Zeilen und Spalten, aber fiir die Betrachtungen hier spielt
das keine Rolle.
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Satz 6.3.3
Die Verkettung von drei linearen Abbildungen f: Vi — V5, g: Vo — V3 und h : V3 — V} ist assoziativ,
d.h.

ho(gof)=(hog)of.
Das zugehorige kommutative Diagramm sieht so aus:

f linear g linear

Vl ‘/2 VE; h linear V4

K’ﬂ AElen Kl BeKjxl BeKmxj

KJ

6.4 Kern und Bild von linearen Abbildungen

In diesem Abschnitt lernen wir, wie man den sogenannten Kern und das sogenannte Bild von linearen
Abbildungen berechnet. Beim Kern handelt es sich um die Menge der Vektoren, die von einer linearen
Abbildung auf den Nullvektor abgebildet werden. Beim Bild handelt es sich um die Menge der Vektoren,
auf die die Vektoren durch die lineare Abbildung abgebildet werden. Bevor wir diese beiden Begriffe exakt
definieren, besprechen wir sie anhand eines einfachen Beispiels im R?:

Beispiel:
Wir betrachten als Beispiel die lineare Abbildung

f:R* — R?
() (o)
ZT9 To — X1

Als Erstes stellen wir mal die Matrix A von f beziiglich der Standardbasis auf. Dafiir miissen wir die Bilder
der Basisvektoren in die Spalten von A schreiben:
1
1)

1 R
0
0 R -1
1 1/
Die Matrix A von f beziiglich der Standardbasis ist somit
1 -1
A= (_1 X ) .
i) Kern von f: gibt es Vektoren, die von der Abbildung f (also der Matrix A) auf den Nullvektor abgebildet
werden? Um diese Vektoren zu finden, miissen wir das homogene lineare Gleichungssystem

Arx =0

16sen. Dies macht man - wie gewohnt - mit Hilfe des Gauss-Algorithmus:

1 X2 1 T2
1 -1 — -1
-1 1 0 0

Es gibt hier also eine Nullzeile und nur ein einziges Pivotelement, der Rang von A ist 1. Damit ist die
Losung eine Gerade:

ro=t, teR, und x;=x0=1t,

()-o(). e

Diese Gerade durch den Nullpunkt ist der Kern der linearen Abbildung f. Man schreibt also:
ker(f) = ker(A) = {x ER?z=t <}) , L€ R}.

Da die Gerade durch den Nullpunkt geht, handelt es sich beim Kern um einen Unterraum des R2.
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ii) Bild von f: Offenbar sind alle Vektoren y = Az ebenfalls auf einer Geraden. Es gilt ndmlich

(v _ (1 1\ (fz1\_ [ @1—w2\ _ 1 . o
= ()= ) R)-(50) () e emmmmes
Diese Gerade im R?, die ebenfalls durch den Nullpunkt geht, ist das Bild der linearen Abbildung f.
Mathematisch sauber schreiben wir:

im(f) = im(A) = {:z: c R?| x—t(_11> L te R}.

Definition 6.4.1 (Kern und Bild)
Seien V und W zwei K-Vektorrdume und f : V. — W eine lineare Abbildung. Der Kern der linearen
Abbildung ist die Menge der Vektoren v € V| die von f auf den Nullvektor 0 € W abgebildet werden:

ker(f) := {v e V‘f(v) - 0}.

Das Bild der linearen Abbildung f ist die Menge von Vektoren w € W, fiir die es (mindestens) einen Vektor
v € V gibt, der von f auf w abgebildet wird:

im(f) :== {w € W’w = f(v) fiir ein v € V}.

Bemerkung:
Die Notationen “ker” und “im” stammen von den englischen Ausdriicken “kernel” und “image”.

Satz 6.4.2
i) ker(f) ist ein Unterraum von V.

ii) im(f) ist ein Unterraum von W.
Beweis. 1) Seien vy, vy € ker(f) und X € K ein beliebiger Skalar. Aufgrund der Linearitéit von f ist dann

flor +v2) = f(v1) + f(v2) =04+ 0=0,
f()\’Ul) == )\f(’lq) =0.

Damit haben wir gezeigt, dass v; 4+ vy € ker(f) und Av; € ker(f). Dann ist aber ker(f) ein Unterraum
von V.

ii) Seien w1 = f(v1) und we = f(v2) zwei Vektoren im Bild von f und A € K ein Skalar. Dann gilt wieder
wegen der Linearitit von f:

w1 +wa = f(v1) + fv2) = f(v1 + v2),
/\11)1 = /\f(l)l) = f(/\’Ul)

Damit haben wir gezeigt, dass wy + we € im(f) und Aw; € im(f). Somit ist im(f) ein Unterraum von
w. O

Rezepte zur Berechnung von ker und im:
Seien V und W zwei K-Vektorrdume und f : V' — W eine lineare Abbildung. Wir nehmen an, dass wir bereits
die Matrix A von f beziiglich gewdhlter Basen By = {vl, .. .,vn} und By = {wl, .. .,wm} aufgestellt
haben: )

v f linear w

By | | 2w

K" AeK™X" Km
Die Matrix A von f beziiglich By und By ist also eine m x n-Matrix.
i) Kern von f:

e Lose das homogene lineare Gleichungssystem Az = 0 (Gauss-Algorithmus).
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e Aus dem Abschnitt 3.3.5 iiber homogene lineare Gleichungssysteme wird klar, dass der Nullvek-
tor immer im Kern sein muss. Weiter ist die Losungsmenge von Az = 0 immer ein (n — r)-
dimensionaler Unterraum von K™, wobei r = rang(A) die Anzahl Pivotelemente im Endschema des
Gauss-Algorithmus ist. Im Fall maximalen Rangs » = n, ist der Kern trivial und enthélt nur den
Nullvektor.

e Man schreibt:

ker(A) = {x e K" Az = 0}

ker(f) = {v = Zxkvk eV]ize ker(A)}.
k=1

n

ii) Bild von f:
e Die Spalten von A spannen das Bild von A auf. Das heisst, wir miissen nur noch die linear
abhéngigen Spalten wegstreichen und die Spalten die iibrigbleiben, bilden eine Basis von im(A).

e Wir fiihren also den Gauss-Algorithmus durch. Diejenigen Spalten, die im Endschema des Gauss-
Algorithmus ein Pivot enthalten, sind linear unabhéngig. Diese bilden die gesuchte Basis des Bildes
von f.

e Da es also = rang(A) linear unabhéngige Spalten in A hat, gilt:
dimg (im(f)) = rang(A)

Satz 6.4.3 (Rangsatz)
Sei f: V — W eine lineare Abbildung, wobei dimg (V) = n < co. Dann gilt:

dimg (ker(f)) + dimg (im(f)) = dimg (V).

Beweis. Der Rangsatz wird aus den Berechnungsmethoden fiir Kern und Bild einer linearen Abbildung
deutlich. Mit dem Gauss-Algorithmus findet man den Rang r der linearen Abbildung und dieser entspricht der
Dimension des Bildes. Da es aber dann automatisch n —r Spalten ohne Pivotelement in der Zeilenstufenform
der Matrix der linearen Abbildung geben muss, ist die Dimension des Kerns gleich n — r. Addiert man diese

Dimensionen kommt man immer auf n. O
Aufgaben:
Man berechne je eine Basis des Kerns und des Bildes der folgenden Abbildungen:
1.
A:R? —R3
2 2
A=13 2
5 0
2.
B:R* —R?
2 01
B=|2 0 1
0 2 2
3.
C:R®> —R*
1 0 2 2 1
2 2 2 10 0
¢= 0 3 -3 9 -3
-1 0 -2 -2 -1
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4. Die zweite Ableitung von Polynomen vom Grad < 3:

d2
E . P3 — P3
p(&) — p'(2)
Lésungen zu den Aufgaben:
1. Der Gauss-Algorithmus liefert:
xT1 X9 xr1 T2
22| 1
3 2 0
5 0 0 0

Das heisst rang(A) = 2. Die Spalten sind also linear unabhéingig. Das Bild von A ist also die Ebene

2 1
im(A):{:ceR3|1:=s 31 +t|1 ,S,tER}
5 0
durch den Nullpunkt. Das homogene lineare Gleichungssystem Az = 0 hat nur die Losung 1 = z2 =0

Damit ist der Kern trivial,
ker(A) = {0}.

2. Bei dieser Matrix liefert der Gauss-Algorithmus:

Wir bekommen rang(B) = 2. Eine Basis des Bildes wird also von den ersten beiden Spaltenvektoren

von B gebildet. Somit

1 0
im(B):{x€R3|x:s 1|+¢tf{0], s,teR}
0 1
Die Losung von Bx = 0 liefert:
. I3 t
sowie T =-—— = —=.
2 2

zz3=t, teR und xo=—x3=—t,

Der Kern von B ist also die Gerade
-1

2 ,teR}.

ker(B) = {x ER3|z=t
2

3. Der Gauss-Algorithmus fiir die Matrix C' fiihrt auf:
T ) 3 X4 Ts

T1 T2 T3 T4 355‘

I 0 2 2 1 (1] o 2 2 1
2 2 2 10 0| —
0 3 -3 9 -3
-1 0 -2 -2 -1

-

=

0
0 0

0 0 0 0 O

Wir haben hier rang(C) = 2, d.h. wir erwarten einen 3-dimensionalen Kern. Das Bild von C ist die

Ebene im R* gegeben durch:

1
2
o |+t ,s,teR}.

O W N O

im(C) = {xER4| r=s
-1
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Das Gleichungssystem Cz = 0 liefert die Losungen
r3=38, x4=1t, x5=u, S t,ucR
Weiter ergeben sich fiir x5 und x:

To =5 —3xq4 +23=5—3t+u,

T = —x5 — 2x4 — 203 = —28 — 2t — u.

Der Kern ist also ein 3-dimensionaler Unterraum des R® gegeben durch:

—2 -2 -1

1 -3 1
keI‘(C){IEGRS’IS 1 | +t] 0 | +u] O ,s,t,ueR}.

0 1 0

0 0 1

. Bei diesem Beispiel kann man den Kern und das Bild finden, ohne dass man rechnet. Es ist von

vornherein klar, dass alle linearen Polynome vom Grad < 1 zweimal abgeleitet null ergeben. Das
2

heisst, der Kern von dd? sind die linearen Polynome

d2
ker <dx2) = P]_.

Das Bild ist ebenfalls der Vektorraum P,

: d?
1m <dl‘2> = Pl,

denn wenn man ein Polynom aus P ableitet, erhidlt man ebenfalls ein Polynom aus P;.

Natiirlich kann man das Resultat auch auf rein rechnerischem Weg erhalten dadurch stellen wir zuerst
die Matrix D der Abbildung

2

@ZPS%PP,

p() — ' (x)
beziiglich der Basis {1,:6,332,:63} auf. Es ist

f linear

Ps Ps

{17w,x2,I3}J/ l{l,w,mz,wg}

RA DeR*4 R4
Die Bilder der Basisvektoren sind
d2
dz?
d2
dz?
d? )
E(lj):2:2‘1+0~x+0~x2+0~x‘3

a2 .
@(:ﬁ):6x:0~1+6~z+0.x2+0~z3.

(1)=0=0-1+0-24+0-2*+0-2°

(£)=0=0-14+0-2+0-22+0-2°

Die Matrix D ist damit

0
0
0

[22]

S

Il
coo o
coo o

0
(6]

0

0
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Die Késtchen deuten an, dass D bereits in der Zeilenstufenform vorliegt. D.h. rang(A) = 2 und damit
ist das Bild von D:

1 0
. 4 0 1
1m(D):{x€R|x:s ol Ttlo ,snﬁGR}.
0 0

Fiir das Bild von % ergeben sich daraus genau die linearen Polynome, ndmlich

2
im(%) z{p(x)6P3| s-1+t-x, s,teR} =P

Fiir den Kern von D erhalten wir
r1=58, xo=1t x3=0, x4=0, s,teR

also

ker(D):{x€R4|x:s +t , s,tER}.

o O O
OO = O

6.5 Isomorphismen

6.5.1 Aus der Analysis: Umkehrabbildungen

Wir behandeln in diesem Paragraphen, was unter der Umkehrabbildung oder Inversen einer Abbildung zu
verstehen ist. Das hier Besprochene ist nicht nur fiir lineare Abbildungen giiltig, sondern ist auf beliebige
Abbildungen oder Funktionen anwendbar (vgl. Analysisvorlesung):

Definition 6.5.1
Seien X und Y beliebige Mengen und f : X — Y eine Abbildung (die nicht linear sein muss). Dann
definieren wir:

e f heisst surjektiv & f(X) =Y,
e f heisst injektiv & Vi, 29 € X : 21 # 20 = f(x1) # f(22),
e f heisst bijektiv :&  f ist injektiv und surjektiv.

Satz 6.5.2
Sei f: X — Y eine bijektive Abbildung. Dann gibt es eine eindeutige Abbildung g : Y — X, sodass

go f=idx und fog=idy

das heisst:
g(f(z)) =2 VeeX und flgly)=y VyeY.

Die Abbildung g heisst Umkehrabbildung oder inverse Abbildung von f und wird mit dem Symbol
f~! bezeichnet.

Bemerkung:
Achtung!!

A
Beispiele:
i) Die Funktion

f 0,00 — [0, 00[
x— f(z) =2
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ii)

iii)

ist bijektiv. Die Umkehrfunktion ist die Funktion
F7 400,00 — [0, 00]
yr— 7)) =V
Es ist ndmlich
@) =) =2
P W) =1y =y

Wiéhlen wir jedoch als Definitionsbereich die ganze reelle Zahlengerade R, dann ist f nicht injektiv (also
auch nicht bijektiv).

Exponentialfunktion und Logarithmus (auf R). Die Exponentialfunktion
exp : R —]0, 00
x — exp(z) = €*
ist bijektiv. Thre Umkehrfunktion ist der (reelle) natiirliche Logarithmus:
exp ' :]0,00[ — R
y— exp” ! (y) = In(y).
Denn es gilt selbstverstéandlich
In(exp(z)) =ln(e”) =z
exp (In(y)) = "W = y.

Man beachte, dass man die Null im Wertebereich von exp explizit ausschliessen muss. Wenn man die
Null im Wertebereich dazufiigt, dann ist exp nicht mehr surjektiv (also auch nicht bijektiv). e* kann fiir
kein « € R null ergeben. Dann hat die Umkehrfunktion In keinen richtig definierten Definitionsbereich
mehr, denn In(0) ist nicht definiert.

Trigonometrische Funktionen und zyklometrische Funktionen. Wir betrachten als Beispiel den Cosinus
auf ganz R:
cos:R— R
x — cos(z).
Mit diesem Definitions- und Wertebereich ist cos weder surjektiv noch injektiv. Schriankt man jedoch
diese auf geeignete Weise ein, kann man cos bijektiv machen und somit die Umkehrfunktion (der arccos)
einfithren. Um cos surjektiv zu machen, miissen wir den Wertebereich einschrénken. Es ist klar, dass fiir
jedes z € R cos(x) € [—1,1] ist. Somit ist
cos: R — [—1,1]
x — cos(x).
surjektiv. Das ist die eine Seite der Medaille. Um cos auch noch injektiv zu machen, miissen wir den

Definitionsbereich einschrénken. Am Einheitskreis ist ersichtlich, dass bereits im Intervall [0, 27] immer

zwei Winkel gibt, die denselben Cosinus haben (z.B. cos(%) = cos(—F) = 0). Wir miissen uns also auf

eine Hilfte des Einheitskreises beschrinken. Man einigt sich auf das Intervall [0, 7], also die obere Hélfte
des Einheitskreises. Dann ist

cos : [0, 7] — [—1,1]
x —> cos(x)
bijektiv. Und die Umkehrfunktion von cos ist die zyklometrische Funktion
arccos : [—1,1] — [0, 7]
y — cos ' (y) := arccos(y).
Dann ist natiirlich wieder

arccos (cos(x)) =

x
cos (arccos(y)) = y.

158



Bemerkung;:
Am Beispiel des Cosinus zuvor, kann man sehen, dass man durch Einschrinkung des Wertebereichs eine
Funktion immer surjektiv machen kann. Ist eine Funktion

f: X —Y
nicht surjektiv. So definiert man einen neuen Wertebereich Z := f(X) C Y und betrachtet stattdessen
f: X —Z

Dieses f ist dann surjektiv, denn f(X) = Z.

6.5.2 Umkehrung von linearen Abbildungen

Nun wenden wir das im vorherigen Paragraphen Gelernte auf lineare Abbildungen an. Zuerst iiberlegen wir
uns, was Bijektivitdt fiir lineare Abbildungen bedeutet.

Satz 6.5.3
Sei f:V — W eine lineare Abbildung. Dann gilt:

i) f injektiv (f ist ein Monomorphismus) < ker(f) = {0}
ii) f surjektiv (f ist ein Epimorphismus) < im(f) = W

Beweis. Der Beweis des 2. Teils dieses Satzes ist ein Beispiel fiir einen Widerspruchsbeweis. Das heisst, man
nimmt das Gegenteil der Behauptung an und leitet einen Widerspruch her. Man zeigt also, dass das Gegenteil
der Behauptung falsch sein muss und somit ist die Behauptung richtig.

i) Folgt direkt aus den Definitionen.

i) =
Sei v € ker(f) und v # 0. Dann ist f(0) = f(v) = 0. Dann ist f nicht injektiv.
<~
Sei f nicht injektiv. Dann gibt es zwei Vektoren vy # vg, sodass f(v1) = f(v2). Dann ist aber der Vektor
vy — vy € ker(f), weil

f(vr —v2) = f(v1) = f(v2) = 0.
Wenn aber der Vektor v; — vo # 0 im Kern enthalten ist, dann ist ker(f) # {0} O

Die Injektivitdt von linearen Abbildungen hat also etwas mit dem Kern von linearen Abbildungen zu
tun, die Surjektivitdt bezieht sich auf das Bild von linearen Abbildungen. Falls eine lineare Abbildung beide
Eigenschaften aufweist, ist sie invertierbar. Diese Abbildungen haben eine spezielle Bezeichnung:

Definition 6.5.4 (Isomorphismus)
Eine bijektive lineare Abbildung heisst Isomorphismus. Falls zwischen zwei K-Vektorraumen V und W ein
Isomorphismus f : V — W existiert, so heissen V und W isomorph und man schreibt dafiir V= W

Satz 6.5.5
Sei f:V — W ein Isomorphismus. Dann gibt es eine eindeutige lineare Abbildung g : W — V| sodass

gof:idv und fog:idW

das heisst:
g(f(w)=v YveV und flg(w)) =w YweW.

Die Abbildung g heisst die Umkehrabbildung oder inverse Abbildung von f und wird mit f~! bezeich-
net.

Beweis. Die Existenz und Eindeutigkeit ist fiir beliebige Abbildungen giiltig (Satz 6.5.2). Daher geniigt es
zu zeigen, dass f! linear ist. Seien wy,wy € W. Dann ist:

w1 + wo = f (f_l(wl + w2))
wi +wy = f (f7H(w)) + f (7 (w2))

und somit

f (f_l(w1 +ws)) = f (f_l(uh)) +f (f_l(wz)) .
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Da aber f injektiv ist, folgt daraus, dass
F7Hwr +wa) = f7H wr) + f7H (wa).
Analog zeigt man, dass

F 0w) = Af"Hw) Yw e W,VA €K 0

Bemerkung:
Sei V ein endlich-erzeugter K-Vektorraum, d.h. dimg (V) =n < oo. Sei f : V. — W ein Isomorphismus und
{vl, - ,vn} eine Basis von V.

e Da f surjektiv ist, spannen die Bilder der Basisvektoren f(v1),..., f(v,) den Vektorraum W auf, d.h.
sie bilden ein Erzeugendensystem von W.

e Da f injektiv ist, sind die Bilder der Basisvektoren f(v1),..., f(v,) linear unabhingig.

Das heisst, {f(v1),..., f(vn)} ist eine Basis von W. Mit anderen Worten: Isomorphismen bilden Basen von
V' auf Basen von W ab und demnach gilt auch:

VW o  dimg(V) = dimg(W)

Beispiele:
i) Die lineare Abbildung A : R? — R3 gegeben durch die Matrix
2 3
A=11 2
0 4
kann nicht surjektiv sein, denn die beiden Spaltenvektoren kénnen ja niemals den ganzen R? aufspannen.
Dafiir braucht es drei Vektoren. A ist also nicht surjektiv. Um zu entscheiden, ob A injektiv ist, miissen

wir herausfinden, ob die beiden Spaltenvektoren linear unabhéngig sind. Entweder man sieht es den
beiden Vektoren an, oder man berechnet den Kern von A:

r1 T2
2 3 N
1 2
0 4

Der Rang von A ist 2, das heisst wir haben zwei linear unabhéingige Spalten in A. Also ist A injektiv.

ii) Die lineare Abbildung B : R?* — R? gegeben durch die Matrix

2 30
B= (1 2 5)
kann nicht injektiv sein. Denn B enthélt drei Spaltenvektoren im R2, welche natiirlich niemals linear

unabhéngig sein kénnen. Um herauszufinden, ob B surjektiv ist, muss man bestimmen, ob die Spalten
von B den R? aufspannen. Wir berechnen also das Bild von B:

X1 T9

3
Ty T2 I3

2 3 0 —
1 2 5

Der Rang von B ist 2. Damit spannen die Spalten von B den R? auf und B ist surjektiv.

Satz 6.5.6
Jeder endlich-erzeugte K-Vektorraum V' mit dimg (V) = n < oo ist isomorph zum K.
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Bemerkung;:
Wir haben die Tatsache, dass V = K" bereits verwendet, ndmlich im kommutativen Diagramm:

f linear

\% w
oy | ko
Kn AEK"L Xn Km
Hat man eine Basis By = {vl, e ,vn} von V' gewdhlt, dann ist der Isomorphismus kg, : V' — K" durch
n 1
k‘BV (’U) = k'BV (Z Ik’Uk) = e K"
k=1 T,

definiert. Das heisst, kp,, ordnet jedem Vektor v € V seinen Koordinatenvektor beziiglich der Basis By =
{vl,...,vn} zu.

6.5.3 Matrix der Umkehrabbildung

Wir haben gesehen, dass eine bijektive lineare Abbildung f eine eindeutige lineare Umkehrabbildung f—!
besitzt. Wir fragen uns natiirlich nun, wie man die Matrix dieser Umkehrabbildung berechnen kann, wenn
man die Matrix der Abbildung f bereits kennt. Es ist klar, dass wenn A die Matrix eines Isomorphismus
f:V — W ist, dass dann die Matrix der Umkehrabbildung f~! (beziiglich der gleichen Basen von V und
W) die inverse Matrix A~! sein muss. Dies wird anschaulich aus dem kommutativen Diagramm

% f linear W
Bvl J/BW
K’ﬂ AcK™X™ Km

klar. Denn alle Abbildungen darin sind Isomorphismen, die Pfeile daher alle umkehrbar.

6.6 Basiswechsel

Nehmen wir an, wir kennen die Matrix einer linearen Abbildung f : V' — W beziiglich vorgegebener Basen
By von V und By von W. Wie findet man dann die Matrix derselben linearen Abbildung f, aber beziiglich
neuer Basen By von V und By von W? Um diese Matrix zu berechnen, miissen wir in beiden Vektorraumen
V und W einen Basiswechsel durchfithren. Ein Basiswechsel ist im Prinzip selber eine lineare Abbildung und
wird ebenfalls durch eine Matrix beschrieben. Wir wollen den Basiswechsel zuerst anhand eines Beispiels
kennenlernen:

Beispiel (Matrix des Basiswechsels):
Wir betrachten als Beispiel den R-Vektorraum Pj3 der Polynome vom Grad < 3 mit den beiden Basen

Bp, = {l,x,xQ,xS},

Bp, = {1,35 ~1(@-1?%(x - 1)3}.

Wir wollen nun die Matrix des Basiswechsels von der “alten” Basis Bp, in die “neue” Basis §P3 aufstellen.
Man definiert diese Matrix des Basiswechsels als die Matrix der Identitéitsabbildung
idp3 : P3— P3
p(z) — p(z)
beziiglich der Basen Bp, und B p,- Als kommutatives Diagramm sieht die Situation also so aus:

idp3

Py Py

Bpgl lEPS

TeK**4
RY —/— 5 R

161



Berechnen wir nun also die Matrix des Basiswechsels. Dafiir miissen wir die Basisvektoren der “alten” Basis
beziiglich der Basisvektoren der “neuen” Basis ausdriicken:

1—1=1-140-(z—=1)40-(z—1)>+0-(x—1)%,

t—r=1-141-(z—1)+0-(z—1)>+0-(z—1)°,
Pt =1142-(z—1D)+1-(2—=1)°+0-(x—1)°,
P =1-143-(z-1)+3- (-1 +1-(z—1)>.

2

Die Matrix T' des Basiswechsels Bp, — B p, ist somit gegeben durch

OO O
OO = =
O = N =
—= W w

Diese Matrix enthilt also als Spalten die Koordinaten der “alten” Basisvektoren beziiglich der “neuen”
Basisvektoren. Selbstverstindlich muss die Matrix T eines Basiswechsels regulér sein, denn der Basiswechsel
muss in beide Richtungen méglich sein. Die Inverse der Matrix T' ergibt sich aus:
1—1=1-140-24+0-22+0-23,
t—1r—a—1=(=1)-14+1-2+0-22+0-2°,
(z—1)2— (-1 =1-14(-2)-z+1-2240-2°
(-1 —(z—1°=(-1)1+3 -2+ (=3) - 22 +1-2°.

Die inverse Matrix ist damit

1 -1 1 -1
4 o 1 -2 3
=10 0o 1 -3
0o 0 0 1

Die Matrix 71 hitte man auch durch Invertieren (Gauss-Jordan-Algorithmus) der Matrix 7' herausfinden
konnen. Man beachte, dass die Reihenfolge der Basisvektoren in den beiden Basen wichtig ist.
Wir wollen die Matrix des Basiswechsels nun auf beliebige Vektorrdume V' verallgemeinern:

Definition 6.6.1 (Matrix des Basiswechsels) _
Sei V ein K-Vektorraum, By = {vl, el vn} die “alte” Basis von V und By = {51, ... ﬁn} die “neue” Basis

n
’Uj: E tijvi
i=1

heisst Matrix des Basiswechsels.

Satz 6.6.2
Seien x1,...,x, die Koordinaten eines Vektors v € V beziiglich der alten Basis By und z1,...,Z, die

Koordinaten von v beziiglich der neuen Basis By. Dann gilt:

n
T, = E Lij; oder T=Tx
j=1

Bemerkungen:
e Die Matrix T enthélt als Spalten die Koordinaten der alten Basisvektoren beziiglich der neuen Basis.

e Die Matrix des Basiswechsels T ist die Matrix der Identitédtsabbildung idy : V' — V', v = v beziiglich
der Basen By und By.

e Satz 6.6.2 zeigt, dass man mit Hilfe der Matrix T" “alte” Koordinaten in “neue” Koordinaten umrechnen
kann. Das heisst, wendet man T auf einen Koordinatenvektor in der alten Basis an, erhilt man den
Koordinatenvektor des Vektors in der neuen Basis als Resultat.
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Satz 6.6.3 (Basiswechsel)

Seien f : V. — W eine lineare Abbildung und A € K™*" die Matrix von f beziiglich der “alten” Basen
By = {vl, - 7vn} von V und By = {wl, ... ,wm} von W. Dann ist die Matrix von f beziiglich “neuer”
Basen §V = {'61, e ,'vvn} von V und By = {1}71, e ,{Dm} von W gegeben durch

A=SAT !, (6.1)

wobei T’ die Matrix des Basiswechsels von By nach Ev und S die Matrix des Basiswechsels von By, nach
BW sind.

Den Sachverhalt der Gleichung (6.1) kann mit folgendem kommutativen Diagramm anschaulich darge-
stellt werden:

A c K’HLXTL

e &
By T T By
f linear
T Vv ——m W S

5 l l B
A/ E K'ﬂlx/n/

Kr 858 Km

Vereinfacht kann man das kommutative Diagramm auch so zeichnen,

KTL ACK™ Xn Km

r| |s

K AeK™*" K™
indem man die beiden Vektorrdume V und W in der Mitte weglésst und nur in Matrizen denkt. Am kom-
mutativen Diagramm lasst sich auch die Formel leicht ablesen.

Die Gleichung (6.1) ist sozusagen die Master-Gleichung, um einen Basiswechsel zu bewerkstelligen. Hat

man die Matrizen der Basiswechsel S und T aufgestellt, erhdlt man die Matrix A beziiglich der neuen Basis
durch ein einfaches Matrixprodukt. Die Anwendung der Formel (6.1) wollen wir nun anhand des zuvor schon
betrachteten Beispiels iiben:

Beispiel:
Wir betrachten auf dem Vektorraum Pjs der reellen Polynome vom Grad < 3 die 2. Ableitung

2
@ : P3 — Pl,
p(x) — p"(x).

Die 2. Ableitung ist eine lineare Abbildung. Beziiglich der beiden Standardbasen
BP3 = {1,.1',552,.173},

Bp, = {1,x}.

haben wir die Matrix der 2. Ableitung % bereits in Abschnitt 6.3 im Beispiel zur Verkettung von linearen
Abbildungen ausgerechnet. Diese Matrix ist

00 2 0
A= <O 0 0 6) '
Wir méchten nun die Matrix A von % beziiglich zweier neuer Basen
Bp, ={La=1,(z-1, @z - 1)°},

Bp, = {171— 2x}
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von P3 und P; mit Hilfe der Formel

A=SAT!

berechnen. Die Situation ist im kommutativen Diagramm

R4

A c R2><4

—>R2

dargestellt. Die Matrix 7' haben wir schon im Beispiel zuvor ausgerechnet, sie ist

-1
T =

OO O

1
0
0

1
-2

1

0

-1
3
-3
1

Wir brauchen also noch die Matrix S des Basiswechsel Bp, — B p, . Diese Matrix bekommen wir aus:

1—1=1-140-(1—2z),

T T = =

also

1

1
-1 _Z
2 +< 2

1 1
Sz( 2
0 -3

)-1-20)

).

Nun haben wir alles zusammen, um die Formel (6.1) anzuwenden. Es ist

~ (1 IN/(0o 0 2 0
A=SAT _(0 —1J\0 0 0 6

b )0 )

0 0 2
0 0 0

1 -1 1 -1
0 1 -2 3] _
0o 0 1 -3|7
00 o0 1

)

Natiirlich hétten wir bei gegebenen Basen B p, und B p, die Matrix A auch direkt aufstellen kénnen. Tun

wir dies noch schnell zur Kontrolle:

"=0=0-1+0-(1—22),
(x — )”—ofo 140-(1—2x),
(z—1)%"=2=2-1+0-(1—2z),
(z—1)°"=3@—-1)""=6(z—1)=

was wieder die Matrix
= 0 0 2
~\0 0 0

ergibt.

(=3)-1+(=3)- (1 -22),

=)

Als letztes wollen wir in diesem Abschnitt noch den Spezialfall betrachten, in welchem die lineare Abbil-

dung f den Vektorraum V auf sich selbst abbildet.
Definition 6.6.4 (Endormorphismen)

Sei V ein K-Vektorraum mit dimg (V') = n. Eine lineare Abbildung f : V' — V des Vektorraums V auf sich

selbst heisst Endomorphismus.

Die Menge der Endomorphismen eines Vektorraums V' bilden selber wieder ein K-Vektorraum, welchen man
mit Endg (V') bezeichnet. Die Matrix eines Endomorphismus f € Endg (V) ist immer eine n x n-Matrix, das
heisst eine quadratische Matrix mit gleich vielen Zeilen und Spalten.
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Satz 6.6.5
Sei f € Endg(V) und A € K"*" die Matrix von f beziiglich einer Basis By = {vl, .. 7vn} von V. Dann ist

die Matrix von f beziiglich einer neuen Basis By = {91,...,7, } gegeben durch
A=TAT, (6.2)
wobei T' € K"*" die Matrix des Basiswechsels von By nach EV ist.

Der Unterschied zwischen den Formeln (6.1) und (6.2) besteht nur darin, dass wir in der Situation nur
einen Vektorraum V' haben und deshalb gibt es auch nur einen Basiswechsel. Das kommutative Diagramm
zu dieser Situation ist

nxn
K" AeK Kn

BVT

f linear
T \% v T
Tt
Kn A € Knxn Kn
oder vereinfacht gezeichnet
Kn AGK’H n Kn
| s
K" AeK" X" K"

Definition 6.6.6 (Ahnliche Matrizen) B
Seien A, A € K™ ™ zwei quadratische Matrizen. A und A heissen zueinander &hnlich, falls eine regulére
Matrix T € K"*™ existiert, sodass _

A=TAT

Bemerkungen:

e Zueinander #hnliche Matrizen beschreiben die gleiche lineare Abbildung beziiglich verschiedener Basen.
Die Matrix T ist die Matrix des Basiswechsels.

e Lost man die Gleichung A = TAT ! nach A auf, erhilt man A = T-1AT.

Fiir eine gegebene lineare Abbildung f : V — V existiert hdufig eine spezielle Basis, beziiglich welcher
die Matrix von f diagonal ist. Der Basiswechsel fiihrt dann auf eine Diagonalmatrix. Betrachte als Beispiel
die lineare Abbildung

f:R? —R?

T 1 — T
To X9 — I

Wir haben dieses Beispiel schon einmal im Abschnitt 6.4 betrachtet. Die Matrix von f beziiglich der Stan-
dardbasis {61, 62} ist gegeben durch
1 -1
().

Ebenfalls haben wir gesehen, dass Kern und Bild von f gegeben sind durch die Geraden
ker(f) = {z GRQ‘ r=t G) , teR},

im(f):{xeRQ)x:t<_11>, teR}.
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Fiir dieses Beispiel bilden die beiden Basisvektoren von Kern und Bild von f, also

(1) (L)

eine Basis des R?. Versuchen wir nun doch einmal, die Matrix von f beziiglich dieser Basis aufzustellen. Die
Matrix des Basiswechsels erhilt man aus

(0)=2 ()3 ().
| (1) -20)-2 (%)

Die inverse Matrix von T ist

Natiirlich enthélt 7-! als Spalten die neuen Basisvektoren beziiglich der alten Basisvektoren (also beziiglich
der Standardbasis). Beziiglich der neuen Basis wird die lineare Abbildung f durch die Matrix

LI S N Y ) G TN
50 D=0 )

Die Matrizen A und A beschreiben beide die lineare Abbildung f. Worin liegt nun der Vorteil von A gegeniiber
A? Diagonalmatrizen haben den Vorteil, dass sich beliebige Funktionen von diesen Matrizen leicht berechnen

lassen. Zum Beispiel gilt
- (0 0\" (0 0
=(05) =(0 »)

g_eOO_IO
T lo )7 \o )

Genaueres dazu wird in Kapitel 7 behandelt.

A=TAT ! =

oder auch

6.7 Unitidre und orthogonale Abbildungen

In diesem Abschnitt wollen wir orthogonale und unitidre Abbildungen besprechen. Es handelt sich dabei um
die Verallgemeinerung von Drehungen und Drehspiegelungen auf allgemeine Vektorrdume.

Definition 6.7.1

i) Seien V ein endlich-dimensionaler euklidischer Vektorraum (d.h. ein R-Vektorraum mit Skalarprodukt)
und f € End(V). f heisst orthogonal, falls

(f(v), f(w)) = (v,w) Vv,weV.
Die Menge der orthogonalen Endomorphismen bezeichnet man mit O(V'). Man schreibt f € O(V).

ii) Seien V ein endlich-dimensionaler unitirer Vektorraum (d.h. ein C-Vektorraum mit Skalarprodukt) und
f € End(V). f heisst unitir, falls

(f(v), f(w)) = (v,w) Vo,weV.

Die Menge der unitiren Endomorphismen heisst U (V). Man schreibt daher f € U(V).
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Es handelt sich also bei orthogonalen bzw. unitdren Abbildungen um solche, die das Skalarprodukt
zwischen zwei Vektoren nicht verdndern. Somit sind diese Abbildungen winkeltreu. Sie enthalten auch keine
Streckung, denn wenn das Skalarprodukt erhalten bleibt, verdndert sich auch die Norm eines Vektors nicht:

IF )l = V{f(v), f(v)) = V(v,0) = [lv]| VoeV.

Natiirlich kennen wir das von den Drehungen und Drehspiegelungen. Zwischenwinkel zwischen Vektoren und
Léange von Vektoren &dndern sich nicht durch Drehungen. Man kann also orthogonale und unitére Endomor-
phismen mit Fug und Recht als Verallgemeinerung der Drehungen (bzw. Drehspiegelungen) auf allgemeine
(euklidische und unitéire) Vektorrdume ansehen. Ohne vorhandenes Skalarprodukt macht es gar keinen Sinn,
von orthogonalen oder unitéren linearen Abbildungen zu sprechen. Eine weitere Eigenschaft ist:

Satz 6.7.2
Orthogonale und unitére Abbildungen bilden orthonormierte Basen auf orthonormierte Basen ab.

Beweis. Sei {el, ceey en} eine orthonormierte Basis eines euklidischen oder unitidren Vektorraums und sei f
orthogonal bzw. unitdar. Dann ist

(e Sl = (exves) = {‘1) "
i =]

Damit ist {f(e1),..., f(en)} eine orthonormierte Basis von V. O

Satz 6.7.3
i) Sei V ein euklidischer Vektorraum. Die Matrix A einer orthogonalen Abbildung f € O(V) beziiglich
einer orthonormierten Basis ist orthogonal, d.h. A € O(n).

ii) Sei V ein unitirer Vektorraum. Die Matrix A einer unitiren Abbildung f € U(V) beziiglich einer
orthonormierten Basis ist unitér, d.h. A € U(n).
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Kapitel 7

Eigenwerte und Eigenvektoren

Seit man begonnen hat, die
einfachsten Behauptungen zu
beweisen, erwiesen sich viele von
ihnen als falsch.

Betrand Russell

Motivation

In vielen Féllen ist es niitzlich, wenn man in einem Vektorraum eine spezielle Basis finden kann, beziiglich
welcher eine gegebene lineare Abbildung (oder eine gegebene Matrix) durch eine Diagonalmatrix

A0 0
0 A 0
D= .
0 "
0 0 A

beschrieben werden kann. In dieser Basis ist dann die lineare Abbildung eine reine Streckung entlang der
Basisvektoren. Diese Basis ist also eine niitzliche Basis, weil man in dieser Basis die lineare Abbildung einfach
beschreiben und intuitiv verstehen kann. Ausserdem lésst sich mit Diagonalmatrizen leichter rechnen. Es gilt
dann zum Beispiel:

det(D) = A -Ap-...- Ay = [[ N

~ 0 0
0 712 0
Dt=| . , falls \; 20Vi=1,...,n
: 0
0 0
M0 0
., 0 A 0
DP = .
0 :
0o ... 0 X
eM 0 0
b 0 e 0
e = .
0 .
0 0 et

Als Einleitung in dieses Kapitel wollen wir ein Motivationsbeispiel behandeln, in denen man die Diago-
nalisierung einer Matrix auf eine konkrete Problemstellung anwendet.
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Fibonacci-Zahlen

Die Fibonacci-Zahlen' sind eine berithmte Zahlenfolge, die dadurch definiert ist, dass man ausgehend von
ag = 0 und a; = 1 jeweils die Summe bildet, um das néchste Glied in der Folge zu bekommen. Wir bekommen
also die Zahlenfolge:

0,1, 1,2 3,5, 8, 13, 21, 34, 55, --- .

Abbildung 7.1: Fibonacci-Zahlen im Hauptbahnhof Ziirich in einem Kunstwerk von Mario Merz.

Eine rekursive Definition fiir die Fibonacci-Folge ist also gegeben durch:

ag =0, a; =1
Apt1 = Qp + Ap_1, Vn € N.
Ist es moglich, aus der rekursiven Definition eine explizite Formel fiir das n-te Glied der Fibonacci-Folge zu

bekommen, also zum Beispiel die 1000te Fibonacci-Zahl? Mit Hilfe der linearen Algebra ist das moglich. Wir
konnen némlich die rekursive Definition auch wie folgt schreiben:

()= (1) ()

Rechnet man ndmlich die rechte Seite der vorhergehenden Gleichung aus, erhalten wir die Gleichung

an, o an,
An41 Ap—1 + Gn ’

was offensichtlich konsistent mit der rekursiven Definition der Fibonacci-Zahlen ist. Wenn wir auf der rechten
Seite weiterfahren, erhalten wir:

)= D)= ) ()= (0 ) (o) -
() )=0 ()
()

schiebt also gewissermassen ein Pérchen von zwei aufeinanderfolgenden Fibonacci-Zahlen um einen Schritt
weiter. Um eine Formel fiir a,, zu finden, geniigt es also die Potenz A™ der Matrix A berechnen zu kénnen.
Nehmen wir einmal folgendes an: es gebe einen Basiswechsel im R?, der A diagonalisiert, d.h. wir kénnten

eine Matrix T finden, sodass
A0
_ -1 _ (M
D=TAT " = (0 )\2>,

wobei A\; und A, die sogenannten Eigenwerte von A sind. In diesem Fall gilt dann auch die umgekehrte
Formel (Basiswechsel T riickgéingig gemacht):

Die Matrix

A=T7'DT.

IDiese Zahlenreihe wurde zuerst von Leonardo Fibonacci aus Pisa im Jahr 1202 publiziert. Fibonacci wollte damit die
Vermehrung einer Kaninchenpopulation beschreiben.
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Daraus wiederum folgt aber:

A"=A-A-A---A=(T7'DT)-(T7'DT)--- (T7'DT)
—_—

n mal

n mal

=7"'D1,D1, - -1,DT = T~ 'D"T.

Die Potenz D™ der Diagonalmatrix D lésst sich aber ausrechnen:

AT 0

n __ 1

b= ( 0 )\Q)

und somit auch A™. Wir miissen also eine Methode finden, wie man eine gegebene Matrix A durch einen
Basiswechsel T' in eine Diagonalmatrix D umwandeln kann. Gelingt es uns, diese gesuchte Matrix 1" zu finden

und die Eintrige der Matrix D (die Eigenwerte A1,..., ;) zu finden, dann kann man mit diese Methode
Ausdriicke wie A", e?, VA usw. bestimmen. Genau das, ist das Hauptthema dieses Kapitels.

7.1 Eigenwerte und Eigenvektoren

Definition 7.1.1 (Eigenwert und Eigenvektor)

Sei V ein K-Vektorraum und f : V — V ein Endomorphismus.?

e Ein Vektor v € V', wobei v # 0, heisst Eigenvektor von f mit Eigenwert A € K, falls
fw) = .

e Sei weiter A € K™*™ eine n x n-Matrix. Dann ist der Vektor z € K", z # 0 ein Eigenvektor der
Matrix A mit Eigenwert A € K, falls
Ax = Az.

Bemerkung:

i) Die Eigenvektoren einer linearen Selbstabbildung f (oder analog einer Matrix A) sind also gerade dieje-
nigen Vektoren, die von f (oder eben von A) auf ein A-faches von sich selbst abgebildet werden, wobei
A € K der zugehorige Eigenwert ist. Ein Eigenwert ist also eine Zahl (komplex oder reell) und ein Eigen-
vektor ist ein Vektor. Die Eigenvektoren sind also diejenigen Richtungen, die von der linearen Abbildung
nicht verdndert werden. Ein Eigenvektor wird nur gestreckt. Die betreffenden Streckungsfaktoren dieser
Richtungen sind die Eigenwerte.

ii) Die Begriffe Eigenwert und Eigenvektor stammen nicht etwa von einem Mathematiker namens Eigen
wie verschiedentlich kolportiert wird, sondern eben von der Eigenschaft, dass die Eigenvektoren auf
ein Vielfaches “von sich selbst” gestreckt werden. Tatsache ist jedoch, dass sich die deutschen Begriffe
Eigenwert und Eigenvektor auch ins Englische iibertragen haben (eigenvalue and eigenvectors).

Was haben Eigenwerte und Eigenvektoren nun mit der Tatsache zu tun, dass wir eine Matrix A diago-
nalisieren wollen?

Seien V' ein K-Vektorraum mit dim(V') = n und eine lineare Abbildung f : V — V gegeben. Nehmen wir
einmal an, es gelénge eine Basis von V' zu finden, welche aus lauter Eigenvektoren von f,

BV = {1}1,1)2,...1}71},

besteht (mit zugehorigen Eigenwerten Aq,...,\,?). Wenn wir nun die Matrix D von f beziiglich By auf-
stellen, dann erhalten wir

f(/UI) :/\1U1 :)\17)1 +0.v2+...+0_vn’

f(vl) =Xve =0 v+ Aovg+---+0- vy,

f(vn):/\nvn:O'U1+O'U2+"'+)\nvnv

2Zur Erinnerung sei hier nochmals erwihnt: ein Endomorphismus ist eine lineare Selbstabbildung f: V — V.
3Es kann passieren, dass mehrere von den n Eigenwerten identisch sind.
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und somit ist die Matrix D von f beziiglich By gegeben durch

A0 .00

0 Ao 0
D= .
0 "

0 0 A

Die Matrix D wird also diagonal! Um eine Matrix A € K"*" zu diagonalisieren, muss man also eine
Basis von Eigenvektoren bestimmen (falls es eine solche gibt). Dafiir miissen wir zuerst einmal
lernen, wie man Eigenwerte und Eigenvektoren einer linearen Abbildung (oder einer Matrix A € K"*™)
berechnet. Und dies wollen wir nun herausfinden.

Wir starten mit der Annahme, wir héitten bereits einen Eigenwert A € K einer Matrix A € K™*™ gefunden,
und wir versuchen nun den zugehorigen Eigenvektor x € K™ zu finden. Das gesuchte z muss geméss der
Definition 7.1.1 die Gleichung

Ax =Xz oder Ax—Ax =0

erfiillen. Unter Ausnutzung der Distributivitdt kann die letzte Gleichung auch als
A1,—A)zx=0 (7.2)

geschrieben werden. Dies ist ein homogenes lineares Gleichungssystem. Ein Vektor € K™ ist also genau
dann ein Eigenvektor von A zu einem gegebenen Eigenwert A € K, wenn

x€ker(A-1, —A). (7.3)

Die Eigenvektoren von A zu einem Eigenwert A € K bilden also einen ganzen Unterraum, dessen Basis man
durch Losen des homogenen linearen Gleichungssystems (7.2) erhilt. Dieser Unterraum hat eine spezielle
Bezeichnung, némlich:

Definition 7.1.2 (Eigenraum)
Seien V ein K-Vektorraum und f € End(V) ein Endomorphismus mit einem bekannten Eigenwert A € K:

e Der Unterraum
Ey:=ker(A-idy — f) ={v € V|f(v) = Ao}

von V heisst Eigenraum zum Eigenwert A.

e Analog: sei A € K"*" die Matrix von f beziiglich einer beliebigen Basis. Dann heisst
Ex:=ker (A1, — A) = {z € K"|Az = Az}
Eigenraum zum Eigenwert .

Bemerkung;:
Der Eigenraum F ist ganz einfach der Raum, welcher von den Eigenvektoren zum Eigenwert A aufgespannt
wird.

Wenn also der Eigenwert A\ bekannt ist, dann erhélt man die Eigenvektoren zu A durch Bestimmen des
zugehorigen Eigenraums, bzw. durch die Berechnung des Kerns (7.3). So weit so gut, aber wie findet man
iiberhaupt einen Eigenwert?

Im Abschnitt 3.3.5 haben wir jedoch gesehen, dass der Kern einer Matrix wie in (7.3) auch 0-dimensional
werden kann, d.h. nur z = 0 ist eine Losung des homogenen linearen Gleichungssystems. Der Nullvektor
xz = 0 ist aber geméss der Definition 7.1.1 kein Eigenvektor. Wir miissen diesen Fall also ausschliessen
kénnen. Wann ist also die Dimension des Kerns einer Matrix grosser als null? Das ist genau dann der Fall,
wenn der Rang der Matrix kleiner als n ist, d.h.

rang (A-1, — A) <n
Durch die Determinante ausgedriickt, ist die vorhergehende Bedingung dquivalent zu
det(A-1, —A)=0.

Diese Tatsache liefert uns die Berechnungsmethode fiir die Eigenwerte einer Matrix, was wir in folgendem
Satz festhalten wollen:
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Satz 7.1.3
Seien f: V — V eine lineare Abbildung und A € K"*™ eine n x n-Matrix.

e )\ € K ist ein Eigenwert von f genau dann, wenn
det (A -idy — f) =0.
e )\ € K ist ein Eigenwert der Matrix A genau dann, wenn
det(A-1, — A)=0. (7.4)
Beweis.

det(A\-1,—A)=0 <& dim(ker(A-1,—A4)>1 < FJzeK' 2#0: A-1,—A)z=0
& A—Arxr=0 & Azx=Xr < «zist Eigenvektor zum Eigenwert A. O

Um also die Eigenwerte einer Matrix A zu bestimmen, miissen wir die Gleichung (7.4) nach A € K
auflosen. Doch was fiir ein Typ einer Gleichung ist (7.4)? Die Antwort darauf liefert der folgende Satz:

Satz 7.1.4

Sei A € K"*™, Dann ist
det(A\-1, — A) = A"+ ¢, A"V F - e+ oo,

wobei ¢; € K, i=1,...,n— 1, ein Polynom n-ten Grades.

Korollar 7.1.5
Die Nullstellen des charakteristischen Polynoms p(A) zur Matrix A sind gerade die Eigenwerte von A.

Es stellt sich also heraus, dass es sich bei der rechten Seite von (7.4) um ein Polynom n-ten Grades
handelt. Das Bestimmen von Eigenwerten einer Matrix lduft also auf die Berechnung von Nullstellen eines
Polynoms heraus. Dieses Polynom hat in der linearen Algebra eine spezielle Bezeichnung;:

Definition 7.1.6 (Charakteristisches Polynom)
Sei A € K™"*™. Das Polynom
pa(N) :=det (\L,, — A)

heisst das charakteristische Polynom zur Matrix A.

Bemerkungen:

i) Aufgrund des Fundamentalsatzes der Algebra hat das charakteristische Polynom mindestens eine Null-
stelle in C, d.h. jede Matrix A € K™*" hat mindestens einen Eigenwert in C. Das heisst aber, dass reelle
Matrizen auch imaginédre Eigenwerte besitzen konnen, weil eben Polynome mit reellen Koeffizienten
auch imaginére Nullstellen haben kénnen.

ii) Eigenwerte konnen mehrfach vorkommen. Man bezeichnet dies als die (algebraische) Vielfachheit eines
Eigenwerts. Das charakteristische Polynom kann in Linearfaktoren zerlegt werden, nidmlich

paN) =det (A1, —A) = N"+cp A" P et =
k

== A=) = =TT - A"
i=1

Das charakteristische Polynom p4(A) hat — wenn man die Nullstellen mit ihrer Vielfachheit z&hlt —

insgesamt
k

Nullstellen.

iii) Man beachte: auch eine reelle Matrix A € R™*™ kann imaginire Eigenwerte haben, denn ein reelles
Polynom kann auch imaginére Nullstellen besitzen.

Beispiele:
Wir geben in diesen Beispielen eine Matrix vor und gesucht sind ihre Eigenwerte und Eigenvektoren.
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i) Wir suchen die Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix

1 -2
A= <—2 1 ) ’
Wir stellen zuerst die Matrix

10 1 -2 A-1 2
/\']IQ_A:)‘<0 1)‘(—2 1>:< 2 )\—1)

auf. Vereinfacht gesagt, erhilt man diese Matrix, indem man alle Vorzeichen in der Matrix A &ndert
und auf der Hauptdiagonalen jeweils ein A addiert. Von dieser Matrix benétigen wir nun zuerst die
Determinante, die uns das charakteristische Polynom der Matrix A liefert:

pA()\)Zdet(/\~]l2—A):‘/\1 2

2 A-1
=M 2 4+ 1-4=X -2 -3=A=-3)(A+1).

‘:(/\—1)2—4:

Die Nullstellen dieses Polynoms und somit die Eigenwerte der Matrix A lassen sich daraus direkt ablesen,
namlich

A1 =3, Ay = —1.

Wir finden also zwei verschiedene Eigenwerte, beide mit der Vielfachheit 1.

2 2
v1oa-(23)

Das homogene lineare Gleichungssystem liefert als Losung

xr1 X9 Ty T2
2 2 — 1 = To =1, x1 = —t.
2 2 0 O

Der Eigenraum des Eigenraums zum Eigenwert A\; = 3 wird also aufgespannt vom Eigenvektor

. (11).

Manchmal normiert man die Eigenvektoren auf Norm 1. In diesem Fall erhélt man dann den Eigen-

vektor
( )
V2 \—1

(—1)~]L—A—<_22 _22>

Das homogene lineare Gleichungssystem liefert als Losung

a) Eigenvektor zu A;:

zum Eigenwert A\; = 3.

b) Eigenvektor zu Ag:

Ty X2
o —1| = m=t, z =t
0 O
Damit ist
(1
=l
der Eigenvektor zum Eigenwert A, = —1. Auf die Norm 1 gebracht, erhalten wir

)
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ii) Gegeben sei die Matrix

()

Dies war die Matrix, die wir im Motivationsbeispiel iiber die Fibonacci-Zahlen erhalten haben. Wir
stellen wieder zuerst die Matrix

10 0 1 A1
/\'12‘4/\(0 1)(1 1><—1 ,\—1>

auf und berechnen ihre Determinante, was uns das charakteristische Polynom liefert:

A —1

pA()\):det()\-]lz—A):‘_l N1

‘:/\()\—1)—1:)\2—)\—1

Die Nullstellen ergeben sich mit Hilfe der Mitternachtsformel

1+£VT+4 1+V56
2 2

A2 =

Die beiden Eigenwerte der Matrix A sind also

1+5 1-5

2 7 2

A=

Wieder haben wir zwei verschiedene Eigenwerte der Vielfachheit 1 erhalten. Zu diesen beiden Eigenwer-
ten wollen wir nun die zugehorigen Eigenvektoren bestimmen. Zu einem Eigenwert wird es immer ein
solchen Eigenvektor geben.

a) Eigenvektor zu A; = Y5,

LV (R 1\ 1 (VB 2
o %_1 T2 :

2 1 -2 V5-1
Das homogene lineare Gleichungssystem liefert als Losung

X1 i)
NES
-2  V5-1

V5 —1
2

t.

= X9=1t, 1=

Damit ist <\/52 1) der Eigenvektor zum Eigenwert \;.

b) Eigenvektor zu Ag = 172\/5:

1-VE, (%2 1 \_1(1-Vv5 2
2 Sl A1) 2\ 2 —1-VE)

Das homogene lineare Gleichungssystem liefert als Losung

xr1 Zo ‘ X1 X2
541
1-+5 —2 - 1+v5| = xQ:t,m:Jﬁz
-2 —1-5 0 0

V541
92

t.

Damit ist < ) der Eigenvektor zum Eigenwert \s.

7.2 Diagonalisieren von Matrizen

Sei wiederum V ein K-Vektorraum mit einer beliebigen Basis By und A € K™"*" sei die Matrix einer linearen
Abbildung f : V — V beziiglich By. Wenn wir die Matrix A diagonalisieren wollen, dann miissen wir —
falls moglich — aus den berechneten Eigenvektoren von f (oder A) eine Basis Bgy auf und fithren den
Basiswechsel By — Bpgy durch. Die Matrix dieses Basiswechsels ist 7" und beziiglich der neuen Basis By
aus Eigenvektoren wird die Matrix D diagonal sein. Das zugehorige kommutative Diagramm sieht wiefolgt
aus:

174



AGKHX’!L
Kr ——— K"

By T T By
f linear
T Vv —m VvV T
By l l By
Y D c KHXTL Y

K" ——— K"

Doch wie geht das konkret? Probieren wir es fiir die beiden letzten Beispiele aus:

Beispiele:

1) Fiir die Matrix

hatten wir die Eigenvektoren

(11) zum Eigenwert A; = 3,

(1) zum Eigenwert Ao = —1,

gefunden. Selbstverstindlich bilden diese beiden Eigenvektoren eine Basis des R2. Schreibt man die Ko-
ordinaten dieser Eigenvektoren in die Spalten einer Matrix, erhélt man die Inverse der Matrix des Basis-

wechsels, also
-1 1
-1 _
T (1 1).

Die Matrix des Basiswechsels findet man durch Invertieren:

1 1 -1 1 1 -1 1 /-1 1
T - Til -1 = = — = — .
=g () =5 (G )= ()
In der Tat ist dann
1/-1 1 1 =2 -1 1 3 0
_ -1 _ = _
D=TAT 2<1 1)(—2 1><1 1><0 —1>'

Die Eigenwerte erscheinen in der Matrix D auf der Hauptdiagonalen und zwar genau in derjenigen Spalte,
in der der zugehérige Eigenvektor in 7! drinsteht.

2) Bei der Matrix

waren die Eigenvektoren

W +2\/5 <\/52— 1)
v ()

Auch diese bilden eine Basis des R? und wir erhalten

T1:<\/5—1 ¢5+1> 1 (2 \/51) \/5<2 1+\/3>.

T:—i = —
2 9 = WE\-2 Vv5-1)720\2 1-+5
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Die Matrix T' diagonalisiert die Matrix A, denn

D=TAT ! = 1+2¢g 0
- - O 17\/5
2

ist diagonal. Damit kénnen wir nun das Fibonacci-Problem l6sen. Das Problem war die n-te Potenz A™
der Matrix A bestimmen zu kénnen. Wir hatten dafiir die Formel
A" = =77'D"T

(T7'DT)-(T7'DT)---(T~'DT)

gefunden. Dies konnen wir jetzt aber ausrechnen, ndmlich

An:<\/5—1 \/5+1>1(1+\/5 0 )

20\2 1-+5

) (Y \/5(2 1+f)

_ V5 (Vh-1 f+1 (+f)" 0 2 145\
“sp (7 >( <1_¢g>n)<2 )

_ V5 <\/51 f+1 2 ( Ve

5. 2n+2 2 2 n (1_\/5)714-1

__V5 8(1+fn1 8( \/5)"1 41+VE) —4(1-vE)" ) _
52772\ 4(1+VE) —4(1-v5)"  2(1+vE)" —2(1-vE)""

_ B (404vR)"T a1V 214 V5)" —2(1-VE)"
5.9n+1 2(1+\/5) 2( \/3)n (1+\/5)n+1_(1_\/5)n+1 .

Dies ist nun die Matrix A™. Geméss Gleichung (7.1) ist

(an)_ V5 (4(1+\/S)”1—4(1—\/5)"1 2(1+\/5)”—2(1—M5)”><0)
wit) 52 214V 2 (1-VE)T (14 VE)T - (1= vE) L

Um eine Formel fiir a,, als Funktion von n zu bekommen, bendtigen wir die erste Komponente der
vorhergehenden Gleichung. Diese erste Zeile liefert schliesslich (vereinfacht) die Formel

Gl - (-

5-27
Dies ist die Formel fiir das n-te Glied der Fibonacci-Folge!! Testen wir dies z. B. mit n = 7. Wir erhalten
5 7
V5 {(1+\f) (1-v5) ] ~13

5.27
und das stimmt tatséichlich, wovon man sich mit einem Blick zuriick an den Anfang dieses Kapitels
iiberzeugt. Das 31-te Glied der Fibonacci-Folge ist {ibrigens

an =

ar =

31 = 1'346'269
haben Sie das gewusst?

Wir kénnen also folgendes “Kochrezept” fiir das Diagonalisieren von Matrizen aufstellen:

Vorgehen zur Diagonalisierung von Matrizen

Sei A € K™*" eine n x n-Matrix. Wie geht man vor um A zu diagonalisieren?

1) Eigenwerte berechnen. Die Eigenwerte der Matrix A sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms

pa(A) =det AL — A) = (A= A1) (A= Ag)"2 - (A= Ap)™*
Hat man die Eigenwerte berechnet, ist schon klar wie die Diagonalmatrix aussehen wiirde, falls die
Matrix diagonalisierbar wére. Die Diagonalmatrix enthélt die Eigenwerte auf der Diagonalen und sonst

ausschliesslich Nullen. Dabei kommt jeder Eigenwert A\; genau v; mal auf der Diagonalen vor.

176



2) Eigenvektoren berechnen: Fiir alle Eigenwerte A; ,i = 1,..., k berechne eine Basis von

ker ()\z]]- - A) .

3) Basis von Eigenvektoren aufstellen: Hat man n linear unabhiingige Eigenvektoren erhalten bilden diese
Eigenvektoren folglich eine Basis von K". Dann ist die Matrix diagonalisierbar. Falls man zu wenige
Eigenvektoren bekommt, ist die Matrix nicht diagonalisierbar und man muss an dieser Stelle abbrechen.

4) Basiswechsel auf die Basis von Eigenvektoren: Schreibe die n Eigenvektoren in die Spalten einer Matrix.

Diese Matrix ist die Inverse 7! der Matrix des Basiswechsels von der Standardbasis {el, RN en} zur
Basis von Eigenvektoren {111, ceyUn } Die Diagonalmatrix ergibt sich aus der Formel fiir den Basiswechsel
D =TAT .

Diagonalisierbarkeit

Definition 7.2.1
Seien V ein K-Vektorraum, f : V' — V ein Endomorphismus und A € K™"*" eine n x n-Matrix.

e Die Abbildung f heisst diagonalisierbar, falls es eine Basis von V' gibt, beziiglich welcher die Matrix
von f diagonal ist.

e Die Matrix A heisst diagonalisierbar, falls es eine regulire Matrix T' € K"*™ gibt (Basiswechsel),
sodass D := TAT~! eine Diagonalmatrix ist.

Satz 7.2.2
Ein Endomorphismus f : V — V ist genau dann diagonalisierbar, wenn V eine Basis aus lauter Eigenvek-
toren von f besitzt.

Es stellt sich nun natiirlich die Frage, ob das Rezept zur Diagonalisierung einer Matrix immer funktioniert.
Lasst sich also immer eine Basis aus lauter Eigenvektoren finden? Die Antwort ist leider nein, wie das folgende
sehr einfache Gegenbeispiel beweist:

Beispiel (nicht diagonalisierbare Matrix);
Schon die simple 2 x 2-Matrix

()

ist nicht diagonalisierbar. Wir berechnen zuerst die Eigenwerte:

pa(N) =det (A\lp — A) = ‘A 8 1 /\_—11’ —A=1%*=0 = Mx=1
A hat demnach nur einen Eigenwert der Vielfachheit 2, A\; = 1. Zu diesem doppelten Eigenwert findet man

jedoch nur einen einzigen Eigenvektor:

0 -1
i (0 3)

X1 xro
0 -1 = a9=0, 1=t teR.
0 0

(1) . Ein Eigenvektor allein ist aber zu wenig fiir eine
Basis des R2. Folglich gibt es keine Basis von Eigenvektoren und damit ist die Matrix nicht diagonalisierbar.
Das Beispiel zeigt, dass ein Problem auftreten kann, wenn man mehrfache Eigenwerte bekommt. Wenn alle
Eigenwerte einfach vorkommen (Vielfachheit 1), d.h. alle verschieden sind, dann kann das nicht passieren.

In diesem Fall haben némlich alle Eigenrdume die Dimension 1. Wir halten also folgendes fest:

Satz 7.2.3
Sei f € End(V) und wvy,...,v seien Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten Aq,...,\; € K, d.h.
Ai # Aj, i # j. Dann sind die Vektoren vy, ..., vy linear unabhéngig.

Wir bekommen also bloss einen Eigenvektor, ndmlich
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Beweis. (Induktion) Der Satz ist logischerweise richtig fiir K = 1, denn dann hat man einen Eigenvektor zu
einem Eigenwert und ein einzelner Vektor ist linear unabhingig (Induktionsbasis). Der Satz sei also richtig

k = r (Induktionsannahme). Wir betrachten nun die Eigenvektoren wvy,..., v, v,41 zu den voneinander
verschiedenen Eigenwerten A1, ..., A;, Ar41 und es sei
r+1

Zaﬂji =0. (75)
i=1

Anwendung der linearen Abbildung f auf Gleichung (7.5) liefert

r+1
f (Z Oéﬂ%) = f(O)
S
Z aif(vi) =0

r+1

Z OéiAi’Ui =0
i=1

Ebenso erhilt man durch Multiplikation von Gl. (7.5) mit A\p4q:

r+1
)\r+1 E ;U = 0
i=1

Subtraktion der beiden letzten Gleichung liefert
i
ZO@ (/\z - /\r+1) vy = 0
i=1

der Term mit v,;1 ist weggefallen. Da nun aber die Vektoren vy, ..., v, aufgrund der Induktionsannahme
linear unabhéngig sind, folgt aus der obigen Gleichung, dass

Oéi(>\if)\r+1):0 V].S’LST‘
WEeil jedoch die Eigenwerte verschieden sind, ist
(Ai_)\r+l>7é0 Vlgigr

und somit a; = 0, 1 <4 < r. Daraus folgt aber automatisch wegen Gleichung (7.5) , dass auch a,4+1 =0
sein muss. Das heisst, die Eigenvektoren vy, ...,v,, v,41 sind linear unabhingig (Induktionsschritt). Damit
ist der Satz bewiesen. O

Korollar 7.2.4
Sei V' ein K-Vektorraum mit dimg (V) = n und f € End(V). Sind die Eigenwerte A1,..., A\, € K von f alle
verschieden, dann ist f diagonalisierbar.

Es ist also nun klar, dass es nur ein Problem beim Diagonalisieren geben kann, wenn Eigenwerte mehrfach
vorkommen. Sind also alle Matrizen, bei denen Eigenwerte mehrfach vorkommen nicht diagonalisierbar?
Auch auf diese Frage muss die Antwort nein sein, was aus dem folgenden Beispiel hervorgeht:

Beispiel:
Wir betrachten die folgende Matrix
2 3 -1
A=12 1 1
-2 3 3

und versuchen diese zu diagonalisieren.

1) Eigenwerte ergeben sich aus

-1 [=X-6A+32=0
2 -3 A-3

I
|
NS
>
|
—

pa(A) =det (AL, — A)

Die Nullstellen dieses Polynoms sind die Eigenwerte A\; = —2 (einfach) und A2 = 4 (doppelt).
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2) e Der Eigenvektor zu A; = —2 ist die Basis von

-4 -3 1
ker ((-2)-13—A)=-2 -3 -1],
2 -3 -5
also:
— = 3=t 2x2=—t z1 =1
Somit ist der Eigenvektor zum Eigenwert A\; = —2 gegeben durch:
1
v = -1
1
e Der Eigenraum zum Eigenwert Ay = 4 ist
2 =3 1
ker(4-13—A)=1-2 3 —-1],
2 -3 1

also:

3
= T2=35, T3 =1, xl:is_it'

3 -1
vg = | 2 s V3 = 0
0 2

3) Wir finden also drei Eigenvektoren und diese bilden eine Basis des R?. Warum? Der erste Eigenvektor
zum Eigenwert A\; = —2 ist sicher linear unabhéngig zu den beiden anderen Eigenvektoren zum Eigenwert
Ao = 4, denn die Eigenwerte sind verschieden. Die beiden Eigenvektoren zum Eigenwert Ao sind sowieso
linear unabhéngig, denn sie sind ja eine Basis des zugeho¢rigen Eigenraums. Wir halten also fest, dass wir
eine Basis von Eigenvektoren der Form

1 3 -1
BEV:{U17U27U3}:{ =11,(2),10 }
1 0 2

gefunden haben und somit ist die Matrix A diagonalisierbar.

4) Die Matrix T' des Basiswechsels ist

1 3 -1 L[4 6 2
T-'=(-1 2 o], T:E 2 3 1
1 0 2 -2 3 5
und wir bekommen
L[4 6 2 2 3 -1 1 3 -1 -2 00
D:TAT*lzE 2 3 1 2 1 1 -1 2 0)J=|l0 40
-2 3 5 -2 3 3 1 0 2 0 0 4

fiir die diagonalisierte Matrix.
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Anhand des vorhergehenden Beispiels sieht man, dass es also Fille gibt, bei denen auch bei mehrfach vor-
kommenden Eigenwerten eine Basis von Eigenvektoren gefunden werden kann. In anderen Féllen dagegen
findet man zu wenige Eigenvektoren, wie in folgendem Beispiel:

Beispiel: Es sei die Matrix

0o 1 0
C=|-4 4 0
0 -1 3
gegeben, welche wir diagonalisieren mochten.
1) Eigenwerte berechnen:
A -1 0
pc(A)=det(AL—-C)=14 N—4 0 [=MXA—4)A=3)—(-1)4(N-3) =
0 1 A—3

=A=3) D=4 +4=N=-3)(N —4r+4) = (A —3)(A—2)?

Die Nullstellen des charakteristischen Polynoms und damit die Eigenwerte der Matrix C' sind A; = 3 und
Ao = 2.

2) Eigenvektoren berechnen:

a) Eigenvektor zum Eigenwert A\; = 3:

3 -1 0
31-C=(4 -1 0
0 1 0

= x3=1t, x90=0, 1 =0.

0
Damit ist | 0 | der Eigenvektor zum Eigenwert A\; = 3.
1
b) Eigenvektor zu Ay = 2:
2 -1 0
21-C=1(4 -2 O
0o 1 -1

Das homogene lineare Gleichungssystem liefert als Losung

1
Damit ist | 2 | der Eigenvektor zum Eigenwert Ao. Wir bekommen eine Gerade als Eigenraum, also
2

dim (ker (21 — C)) = 1.

Der Eigenwert hat aber die Vielfachheit 2, kommt ja im charakteristischen Polynom doppelt vor. Es
fehlt demnach ein Eigenvektor fiir die Konstruktion einer Basis aus Eigenvektoren. Damit kann die
Matrix C' nicht diagonalisiert werden.

Wenn man die beiden letzten Beispiele vergleicht, dann sieht man, was den Unterschied ausmacht. Wir
bekommen im ersten Beispiel fiir den Eigenwert der Vielfachheit 2 einen Eigenraum mit der Dimension 2. Im
vorhergehenden Beispiel liefert jedoch der Eigenwert der Vielfachheit 2 nur einen Eigenraum der Dimension
1. Ganz allgemein kann man also die Diagonalisierbarkeit von Matrizen wie folgt beschreiben:
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Satz 7.2.5
Sei A € C™"*™ eine n x n-Matrix mit dem charakteristischen Polynom von der Form

PaA) = (A= A)™ (A= A)"™ - (A= Ap)™

das heisst A habe die Eigenwerte A1,..., A\x € C mit Vielfachheiten n; € N, i = 1,..., k. Die Matrix A ist
dann und nur dann diagonalisierbar, wenn

dim(Ey,) = n; Vi=1,..., k.

Bemerkung;:

Eine n x n-Matrix A ist also genau dann diagonalisierbar, wenn fiir jeden Eigenwert \; die Dimension des
zugehorigen Eigenraums mit der algebraischen Vielfachheit des Eigenwerts iibereinstimmt. Dann bekommt
man exakt n linear unabhéngige Eigenvektoren und damit eine Basis.

7.3 Lineare Differentialgleichungen

7.3.1 Lineare ODE n-ter Ordnung
Eine gewohnliche lineare Differentialgleichung (DGL) n-ter Ordnung hat die Form

Yy (@) + an-1 @)y (@) + . ar @)y (2) + ao(2)y(x) = b(x) .

Gesucht wird eine unbekannte Funktion y(z), welche die DGL erfiillt. Die nicht-konstanten Koeffizien-
tenfunktionen ag(z),...,an,—1(x) sind gegeben. Die gegebene Funktion b(z) auf der rechten Seite heisst
Storfunktion.

Idee:
Wir kénnen diese lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung in ein lineares System 1. Ordnung umschreiben.
Dafiir definieren wir:

y(z) y'(x)
y/ T ) y// T
Y(z) = cR" Y'(z) = . c R"
y" () y™ (x)
0 1 0 0
v(2) o0 0 () 0
Yy (x) y'(x) 0
. - : - 0 : = :
, 0 .. ... 0 1 : ’
(n) (n—1)
v (@) —ap(z) —ai(z) ... ... —ap—1(x)/ . y (@) , N b(z) ,
=Y/ (z)ER™ . A(z)cRr X" =Y (z)€ER"” =:B(z)€ER"

Das heisst, wir erhalten das lineare DGL-System 1. Ordnung in der Form
Y'(x) — A(x)Y (z) = B(x).

Die Losung dieses linearen Differentialgleichungssystems 1. Ordnung spaltet sich immer auf in eine Summe
aus einer sogenannte homogenen Lésung und einer sogenannten partikuliren Losung

Y(z) =Yu(z)+ Yp(x).

Die homogene Losung ist die Losung des homogenen linearen DGL-Systems 4

Vi (x) = A(2)Yg (2).

Wie es sich herausstellt, spannen die homogenen Lésungen einen (n-dimensionalen) Vektorraum auf. Somit
ist es moglich und erstrebenswert eine Basis von diesem Losungsraum zu finden. ® Dies werden wir zumindest
fiir einen Spezialfall weiter unten behandeln.

4Der Begriff homogen ist hier genau gleich zu verstehen wie bei den linearen Gleichungssystemen. Homogen bedeutet, dass
die rechte Seite null ist.

5Auch das kennen wir von den linearen Gleichungssystemen: die Lésung eines homogenen linearen Gleichungssystems (der
Kern der Matrix) ist ein Vektorraum.
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Die partikulire (partikulir=speziell) Losung ist einfach eine beliebige Losung des gesamten linearen
DGL-Systems, also
Yi(z) — A(z)Yp(z) = B(z).

Es gibt verschiedene Methoden, wie man eine solche partikuldre Losung finden kann. Wir besprechen in
diesem Rahmen die Methode der Variation der Konstanten. Fiir diese Methode muss man aber vorher
bereits die angesprochene homogene Losung (bzw. eine Basis dieses Losungsraumes) berechnet haben.

Homogene Lésung (mit Matrixexponential)

Wir wollen also im Folgenden zuerst die Losung des homogenen DGL-Systems behandeln. Allerdings, ist es im
Allgemeinen sehr schwierig, eine Basis des Losungsraumes des homogenen DGL-Systems zu finden. Fiir einen
speziellen Fall, in welchem alle Koeffizientenfunktionen einfach nur konstante Zahlen aq,...,a,_1 € R sind,
geht das allerdings. Wir brauchen dafiir das Diagonalisieren von Matrizen. Das heisst, in diesem speziellen
Fall hat das lineare DGL-System 1. Ordnung hat die Struktur

Y'(x) = AY (2), (7.6)

wobei die Matrix A € R™ " nun gegeben ist durch

0 1 0 0
0 0 1 0
0 R U 1
—ap —Qap ... ... —Qp-—-1

Sie besteht also nur aus gegebenen Zahlen und héngt nicht von der Funktionsvariablen = ab.

Behauptung:
Die Behauptung ist nun, dass die allgemeine homogene Lésung gegeben ist durch

Yi(z) = @(2)Yo,

wobei

Yn—1
ein beliebiger Vektor und die sogenannte Fundamentalmatrix ¢ ®(z) € R"*" gegeben ist durch das

Matrixexponential von A,
d(z) =",

Tatséchlich kann man ja formal schreiben, dass
d(x)=A e =A.0(x),
also erfiillt das homogene DGL-System (7.6). Wir miissen also, um die homogene Losung aufstellen zu
kénnen, nur verstehen wie man “e hoch eine Matrix” berechnet.
Matrixexponential

Was versteht man unter e, wenn A € R"*"?

Definition 7.3.1
Sei A € R™*"™, Dann ist das Matrix-Exponential definiert durch

k=0

6Eigentlich handelt es sich dabei, um eine Matrix die als Spalten die Basis des Losungsraumes enthélt.
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Berechnung von e

Wir nehmen hier an, dass A diagonalisierbar ist, d.h. es gibt eine Diagonalmatrix

D=TAT !,
sodass
A1 O 0
0 Ao 0
D= )
0 .
0 0 M\,

und T~ enthilt bekanntlich als Spalten die Basis aus Eigenvektoren.

Partikulire Losung (mit Variation der Konstanten)

Folgt in Kiirze.
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